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1. LIEOVY GRUPY A LIEOVY ALGEBRY

1.1. Uvod. Hlavnim cilem prednésky je sezndmit posluchace se zakladnimi fakty
o konec¢né-dimensionalnich representacich Lieovych grup a podrobné rozebrat klasi-
duchych (komplexnich) Lieovych grup. Existuje vice postupt, jak tuto klasifikaci
popsat, v této prednasce pouzijeme infinitesimalni piistup Cartana a Killinga, kde
se representace (jednoduse souvislych) Lieovych grup klasifikuji pomoci represen-
taci odpovidajicich Lieovych algeber.

1.2. Lieovy grupy.

Definice 1. Rekneme, Ze G je Lieova grupa, pokud G je soucasné grupa a hladkd
(resp. komplexni) varieta spliujici podminku kompatibility obou struktur, kterd
Fikd, Ze zobrazeni (g,h) € G x G — g-h™' € G je hladké (resp. holomorfni).

Mezi nejbéznéjsi priklady Lieovych grup patii libovolny vektorovy prostor s oper-
aci s¢itani (napi. R™, resp. C"); kruznice S! v komplexni roviné s operaci ndsobeni
a grupa GL(V) invertibilnich linedrnich zobrazeni V' do sebe s operaci sklddani.

Definice 2. Representaci Lieovy grupy na vektorovém prostoru V' se rozumi zo-
brazeni p : G — GL(V), které je homomorphismus grup a soucasné hladké (resp.
v pripadé, Ze G je komplexni Lieova grupa a V je komplexni vektorovy prostor
holomorfni) zobrazeni.

V této prednésce budeme zkoumat pievdzné maticové grupy (t.j. podgrupy v
grupé GL(V)). Jejich tautologickd representace na V' se obvykle nazyvéa definujici
representace.

Representace p je hladké zobrazeni a tak jeji te¢né zobrazeni

p: T.G — T,GL(V)

je dobre definovano. Infinitesimalni metoda klasifikace representaci charakterisuje
nejdiive podtiidu linedrnich zobrazeni téchto teénych prostori, které 1ze napsat jako
tecné zobrazeni néjakého homomorfismu a pak tuto mnozinu zkouma a klasifikuje.

Aby bylo mozné tuto charakterizaci napsat, je nejdiive tfeba zavést na T.G
strukturu Lieovy algebry.

1.3. Lieovy algebry.

Typeset by ApS-TEX
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Definice 3. Rekneme, Ze redlnyj (resp. komplexni) vektorovy prostor L je Lieova
algebra, pokud je ddna bilinedrni (resp. komplexni bilinedrni) operace ”zdvorka”
[.,.] naV s hodnotami ve V takovd, Ze plati:

i) [X,)Y]=-[V,X]; X,Y € L;

it) (Jacobiho identita) [[X,Y], Z]+ (Y, Z], X1+ [|Z,X],Y] =0; X,Y,Z € L.

Definice 4. Nechi L, L’ jsou dvé Lieovy algebry. Rekneme, Ze linedrni zobrazeni
¢: L — L' je homomorfismus Lieovijch algeber, pokud plati

o([X,Y]) = [p(X),p(Y)]; X,Y € L.

Homomorfismus Lieovy algebry L do gl(V) se nazijvd representace Lieovy algebry
L naV.

Mezi nejjednodussi priklady Lieovych algeber patii libovolny vektorovy prostor L
s trividln{ zavorkou (tzv. komutativni Lieovy algebry). Je-li L libovoln4 asociativni
algebra s multiplikativni operaci o, pak lze definovat zavorku jako komutator:

[X,)Y]:=XoY —-YoX.

Piikladem miZze byt algebra gl(V') vSech linedrnich zobrazeni V' do sebe s operaci
skladani zobrazeni. VétSina Lieovych algeber, které potkame, budou podalgebry
této algebry.

Ditlezity piiklad, ktery je vyjimkou, je (nekoneéné-dimensionalni) vektorovy
prostor X (M) vSech hladkych vektorovych poli na varieté M.

Nagim cilem ted bude definovat kanonickou strukturu Lieovy algebry na te¢ném
prostoru 1.G Lieovy grupy G. Vyznam této definice a zdroven presnéjsi vyjadreni
Cartanovy metody klasifikace representaci je vidét z néasledujicich dvou vét:

Véta 1. Necht G, H jsou Lieovy grupy, necht G je souvisld. Pak kaZdy homomor-
fismus p: G — H je jednoznacéné uréen svym tecnym zobrazenim p, : T.G — T H.

Véta 2. Nechi G, H jsou Lieovy grupy, nechi G je jednoduse souvisld. Necht L(G),
resp. L(H) oznacuje tecné prostory G, resp. H s jejich kanonickou strukturou
Lieové algebry. Pak pritazeni

p:G—H+«— p,: L(G) — L(H)
je vzdjemné jednoznacné zobrazeni homomorfismi G do H a homomorfismi L(G)
do L(H).
Dtikaz (ne zcela kompletni) t&chto vét bude nasim prvnim cilem.
1.4. Lieovy algebry Lieovych grup.

Definice 5. Pro libovolny element g € G oznacme L, : h € G — gh € G levé
ndsobent na G; analogicky Ry : h € G — hg € G oznacuge pravé ndsobeni.
Vektorové pole X na Lieove grupé G se nazyvd levoinvariantni, pokud

(L), (X) = X L. (Lg) [X(W)] = X(gh); h € G.

Vektorovy prostor vsech levoinvariantnich vektorovijch poli na G oznacime sym-
bolem Xy (G).
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Véta 3. Necht G je Lieova grupa. Pro libovolné v € T,G definujeme levoinvari-
antni vektorové pole X, € X (G) piedpisem

Xu(9) = (Ly),v € T,G.

Pak X, je hladké vektorové pole na G a pritazeni v — X, je isomorfismus vek-
torovyjch prostori T.G a Xiny (G).
Diikaz.

(1) Zobrazeni je dobie definovéno, t.j. X, € Xiny(G), nebot

(Ln) [Xo(9)] = (Ln).[(Lg),v] = (Lng),v = Xy(hg).

7 definice teéného zobrazeni plyne, ze pokud v = 7/(0), v(0) = e, kde v je
kiivka v G, pak

(Lg),v = Flgv(®)]i=o,
takze hladkost pole X, je dusledkem hladkosti nasobeni v definici Lieovy

grupy (coz se snadno ovéii v lokélnich souradnicich).
(2) Zobrazeni je na, nebot je-li X € X,y (G), pak

X(9) = (Lg),[X(e)] = X{x(e)}-

(3) Zobrazeni je prosté, nebot X,(e) = v.
(]
Pravé dokézané ztotoznéni nam umozni zavést kanonickou strukturu Lieovy al-
gebry na T, G. Staci si rozmyslet, ze komutator dvou levoinvariantnich poli je opét

levoinvariantni pole. Zavorka je pak definovdna jako komutdtor. Pro to (a pro
budouci dalsi G¢ely) se budou hodit nésledujici tvrzeni.

Véta 4. Necht ® : M — N je hladké zobrazeni variet a necht X € X(M),Y €
X (N). Pak jsou ekvivalentni tvrzeni

(1) @.(X(p)) =Y (2(p)), pro vSechny p € M;
(2) Y(f)o® = X(fo®), pro vSechny f € C®(N).

Je-li jedna z téchto podminek splnéna, tekneme, Ze wvektorovd pole X a Y jsou
®-svdzand oznacime to strucné rovnosti

3,(X) =Y.

Diikaz. Pfipomenme si, ze je-li v € T,M, pak ®.v € Ty N je definovano pied-
pisem
(@.0)(f) = v(fo@).
Plati tedy pro v8echny p € M a pro vSechny f € C*®(N)
(X (p)(f) = X(p)[fod] = X(fod)(p); Y(2(p)(f) =Y ()(2(p) = [Y(f)o2](p)
U

Velmi uZite¢nou informaci o komutatorech ®-svizanych poli poskytuje nasledu-
jici véta.
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Véta 5.

(1) Jsou-li X1,X5 € X(M); Y1,Ys € X(N) a plati-li .(X;) =Y;; 1= 1,2,
pak
Q*([XlaXQ]) = [Yian]

(2) Vektorovy prostor X (G) levoinvariantnich vektorovich poli je uzavieny
vici operaci komutdtoru, kterd na ném (a tedy i na T.G) definuje kanon-
ickou strukturu Lieovy algebry.

Diikaz. 7 Véty 3. plyne, ze pro vSechny f € C>°(N) plati
Y1(Ya(f)) 0 @ = Xi(Ya(f) 0 @) = X1 (X2(f 0 ®))

a tedy
(Y1, Y2](f) o @ = [X1, Xa](f 0 @).

Druhé ¢ast véty plyne z toho, Ze levoinvariantni vektorova pole jsou definovana
podminkou (Ly) (X)=X. O

Oznaéeni. Je-li G Lieova grupa, pak Lieovu algebru T.G = Xin (G) s jeji vyse
definovanou kanonickou strukturou zna¢ime obvykle symbolem L(G) nebo odpovi-
dajicimi gotickymi pismeny, v naSem piipadé g. Pro klasické lienédrni grupy pou-
zivaime stejné symboly jako pro odpovidajici grupu, jen nahradime tvodni velka
pismena malymi, napt. gl(V'), so(n,C).

Je-1i ¢ hladké kiivka na varieté M, definovand na intervalu I C R, pak symbolem
¢'(t) € Tp(sy M budeme oznacovat vektor ¢, (%), t.j. obraz jednotkového vektoru v
R pfi tetném zobrazeni @,. Je-li (U, ¥) mapa na M, pak souradnice vektoru <p*(%)
tvori vektor % e R".

Poznamka. V dalsim bychom chtéli jesté lépe popsat vztah mezi Lieovou grupou
a jeji Lieovou algebrou a zavést si jisté kanonické zobrazeni (nazyvané exponenciela)
z Lieovy algebry do Lieovy grupy.

Budeme pritom potfebovat nékterd fakta o feSenich soustav obycejnych diferen-
cidlnich rovnic. Pfipomenme si proto, ze je-li M varieta a X hladké vektorové pole
na M, pak rovnice

¢'(t) = X(p(t)), te ICR (1)

pro hladkou kfivku ¢ v M mé v lokdlnich soufadnicich (U, ¥) tvar soustavy obyce-
jnych diferencidlnich rovnic pro kfivku ¥ o ¢ v R". Budeme niZze bez dalsiho
ov&fovani pouzivat standardni véty o (lokalni) existenci, (globaln{) jednoznacénosti
FeSeni a spojité zavislosti na parametrech pro soustavy obycejnych diferencialnich
rovnic i pro feSeni o rovnice (1) (které se obvykle nazyvaji integralni kiivky daného
vektorového pole X).

Definice 6. Nechi G je Lieova grupa. Homomorfismy 6 : R — G se nazjvaji
jednoparametrické podgrupy groupy G.

Véta 6. Zobrazeni
0+ 6'(0) € T.G
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je vzdjemné jednoznacné zobrazeni mmoziny jednoparametrickiyjch podgrup v G na

T.G.
Diikaz.
(1)

(2)

(3)

Kazdy homomorfismus zobrazuje jednotku na jednotku, tedy 6(0) = e, tedy
6'(0) € T.G.

Jednoznacnost. Podminka, ze 6 je homomorfismus - 6(s +t) = 6(s)0(¢) - je
ekvivalentni s tvrzenim, ze diagram

RLG

L,i lLe(r,)

RLG

komutuje pro vsehna 7' € R. Dtsledkem je to, ze také diagram

R — T.G

(Lml l(Le(t))*
TR —" Ty G

komutuje pro vSechna ¢t € R. Uvazujme vektor (0, %) a jeho dva obrazy v
tomto komutativnim diagramu. Na jednu stranu je to 6. ((t, £)) = ¢'(t) ana
druhou stranu se tento obraz rovnd vektoru (Lg ), (6'(0)), coz je hodnota
levoinvariantniho vektorového pole Xy (o) v bodé 6(t). Tedy jednoparama-
terickd podgrupa 6 je integralni kiivka jistého vektorového pole urcéeného
pouze vektorem 6’(0) a staci pouzit vétu o jednoznacnosti pro integralni
kiivky vektorového pole.
Egzistence. Necht je dan vektor v € T,G. Rovnice §'(t) = X,(0(t)) s
pocateéni podminkou #(0) = e mé FeSeni na jistém intervalu (—e,e) C R.
Ukazeme nejdiive, Ze navic pro vechny s,t € (—¢/2,e/2) plati

O(s+1t) = 6(s)0(t). (2)
Zvolme s € (—¢/2,¢/2) pevné. Oznacime-li p(t) := 0(s + t), pak ¢'(t) =
Xu(p(t)). Oznacime-li ¢(t) := 6(s)6(t), pak

¢'(t) = (Locs)), (0'(1) = (Los) [(Lags)) 0] = (Los)o(r)) ,v-
Tedy obé strany rovnosti (2) jsou pro s pevné integralni k¥ivky vektorového
pole X, a jejich hodnoty v bodé t splyvaji; sta¢i tedy pouzit opét vétu
o jednoznalnosti pro integralni kiivky. PovSimnéte si, Ze rovnost (2) mé
automaticky za nasledek, ze 6(t)6(s) = 6(s)6(t).
Roz8ifme nyni kiivku 6 na celé R predpisem
¥(t) ;== (0(t/N)), pokud |t/N|<e/2,N e N.
Z rovnosti (2) plyne ihned, Ze pokud M, N € N jsou takovd, Ze t/N,t/M €
(_5/275/2)7 pak
(O(t/N)N = (9(t/NM))VM = (8(t/M))™,

tedy zobrazeni 1 je dobfe definovano. Navic

(s +1) = (0((s + ) /N)Y = [6(s/N)B(t/N)IY = p(s)e(t), s,t € R.
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Definice 7. Nechi G je Lieova grupa. Pak definujeme zobrazeni exp : T.G — G
predpisem
exp(v) = 0,(1), v € TeG.

Véta 7.

(1) Zobrazeni exp je hladké;
(2) Je-li v € T.G, pak zobrazeni 6 : t € R — exp(tv) je jednoparametrickd
podgrupa odpovidajici vektoru v = 6'(0);
(3)
(exp)s = Id : T.G — T.G;

(4) Diagram

komutugje pro vsechny homomorfismy ¢ : G — H.

Diikaz.
(1) Zobrazeni

(9,v) eGx g (Ly) veTG; g=T.G

je hladka trivializace te¢ného prostoru T G, nebot levé nasobeni je hladké
zobrazeni. Levoinvariantni pole odpovidaji v této trivializaci konstantnim
zobrazenim a tak zavislost levoinvariantniho pole X, na v je hladka. Z toho
plyne, Ze i integrélni kiivka 6(¢) = exp(tv) levoinvariantniho pole X, zavisi
hladce na v.

(2) Pripomenme, Ze 6, oznacuje jednoparametrickou podgrupu odpovidajici
vektoru v € TG, t.j. ze 6,(0) = v. Je-li v € T.G a s € R pevné, pak je zie-
jmé 6, (st) jednoparametrickd podgrupa v proménné ¢ a %[Qv(st)]uzo = sv.
To znamend, ze 0,(st) = 04, (t). Z definice zobrazeni exp tedy plyne, ze

exp(sv) = O, (1) = 0, (s).

(3) Zobrazeni y(t) = tv je kiivka v T.G, pro kterou plati v(0) = 0,~'(0) = v.
Tedy
(exp)«(v) = %[QXPW@))]#:O = E( v)|t:0 =v.
(4) Necht ¢ je homomorfismus z G do H. Je-li §, jednoparametrickd podgrupa
v G urcend vektorem v € T.G, pak ¢ o6, je jednoparametrickd podgrupa
na H urcend vektorem (¢ 0 6,)'(0) = ¢.(0,,(0)) = p.(v) a tedy

p(exp(v)) = p(6,(1)) = exp(px«(v)).
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Poznamka. Nazev exponencialni zobrazeni je odvozen z faktu, Ze pro nejda-

vvvvvv

ponencialni zobrazeni.
Ted uz je vie piipraveno, abychom dokézali Vétu 1 a slabsi versi Véty 2.

Diikaz Veéty 1. Necht tedy G je souvisld Lieova grupa a necht g, s jsou dva
homomorfismy z G do Lieovy grupy H takové, Ze (¢1), = (¢2),. Z Véty 8,(4)
plyne, ze ¢1 = @2 na exp(T.G). Obraz T.G pfi zobrazeni exp je okoli jednotky v
G. Je-li nyni A mnozina v8ech bodi G, ve kterych se oba homomorfismy rovnaji,
staCi ukazat, ze A je neprazdnd, oteviend i uzaviend v G. Zvolme g € A, pak
z definice homomorfismu plyne, 7ze ¢1 = @3 na mnoziné 1 (g)-exp(T.G). Z toho
plyne, Ze A je oteviend mnozina. Uzavienost této mnoziny plyne ze spojitosti téchto
homomorfismu. [

Véta 2°. Jsou-li G a H dvé Lieovy grupy a je-li ¢ : G — H homomorfismus, pak
0x 1 TG — TeH je homomorfismus Lieovijch algeber.
Diikaz. Podminka

e(gh) = ¢(g)¢(h), g,h € G, (3)

definujici homomorfismus ¢ je ekvivalentni s pozadavkem, Ze pro vSechna g € G
diagram

G —* 5 H
L(g)l J/L‘P(f/)
G —— H
@
komutuje.
Z toho ihned plyne, ze i diagram
g —2 - p

L(g)*l l(Lw(g))*

g ——0bh

komutuje, coz je ekvivalentni s podminkou
[Log)], (0:(X)) = 0u[L(g)«(X)], X € g. (4)

Uvazujme nyni levoinvariantni vektorova pole X, X’ uréené vektory X a X' =
v« (X) a pfipomenme, Ze

X(9) = L(9)+(X), X'(¢(9)) = Ly(g)], (X")

a ze tedy podminka (4) je ekvivalentni podmince, Ze pole X a X’ jsou ¢-svazané.
7 Véty 3 pak ihned plyne, Ze ¢, je homomorfismus Lieovych algeber. [

Poznamka. Véta 1 a Véta 2’ tedy rikaji, Zze zobrazeni, které homomorfismu ¢
Lieovych grup prfirfazuje homomorfismus ¢, odpovidajicich Lieovych algeber je
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dobfte definované a prosté. Zbyla ¢ast Véty 2 (t.j. ze pro G jednoduse souvislou je
toto zobrazeni surjektivni) vyzaduje vice znalosti o jednoduSe souvislych Lieovych
grupéch a o principu monodromie a nebudeme ji proto dokazovat.

Pro nazornost a pro lepsi pochopeni piidejme jen nékolik pozndmek o principu,
ktery umoziiuje zrekonstruovat homomorfismus ¢ v okoli jednotky e € G. Samotna
(lokélni) definice tohoto homomorfismu je ihned vidét z komutativniho diagramu

dokazaného ve Vété 8. Tetné zobrazeni k exp v jednotce je identita, a tak podle
véty o inversnim zobrazeni je exp prosta na néjakém okoli U jednotky. Zobrazeni
@ je pak na exp(U) uréeno jednozna¢né timto diagramem. Je ale potieba ovéfit, ze
je to (lokaln{) homomorfismus grup (a pak ev. ukézat, Ze jej lze rozsifit na celé G).

Existuje okoli V' jednotky v G takové, ze V'-V’' C exp(U). Pak musi existovat
funkce f: V' x V' — V' takovd, ze pro vSechny X,Y € V' plati

exp X-expY =exp(f(X,Y)).
Pro pripad maticovych grup lze f napsat jako
f(X,Y) =loglexp X-exp Y]
a rekurentné vypocitat. Vysledek se nazyva Campbell-Haudorffova formule a je z ni
vidét zésadni fakt, Ze je sloZend jen ze s¢iténi a iterovanych komutatort (pouzivaji
se tedy jen operace z odpovidajici Lieovy algebry). Tataz formule m4 smysl i pro

obecny pripad, kde je komutator nahrazen Lieovou zavorkou. Z toho pak plyne, ze
pro X,Y € V' plati

plexp XexpY) ——  (exp X)p(expY)
elexp(f(X,Y)] explis (X)] exp[p. (V)]
explps(f (X, Y))] == exp[f(¢:+(X), p.(Y))]

Z tohoto diagramu je pak ihned vidét, Ze ¢ je (lokdlni) homomorfismus Lieovych
grup pravé kdyz ¢, je homomorfismus odpovidajicich Lieovych algeber.

2. KLASIFIKACE REPRESENTAC! ALGEBRY si(2,C) A si(3,C).

V celé této piednédsce uvazujeme jen (koneéné-dimensiondlni) representace na
komplexnich vektorovych prostorech. Representace na realnych vektorovych pros-
torech se daji odvodit z téchto komplexnich representaci vcelku jednoduchym pos-
tupem (ktery vSak nebudeme rozebirat).



2.1. Zakladni fakta o representacich.

Definice 8. Necht p je representace Lieovy algebry g na vektorovém prostoru V.
Rekneme, Ze podprostor V' je invariantni podprostor V, pokud pro vsechna X € g
plati p(X)(V') C V'. Pak p indukuje restrikci ply: na V' (danou restrikei p(X) na
V') - a faktor-representaci py v na V/V' (danou faktor-zobrazenim indukovanym
na V/V').

Rekneme, Ze representace p na V je irreducibilni, pokud V nemd Zidné netriv-
idlni invariantni podprostory.

Je-li p representace g na V, pak definujeme dudlni neboli kontragradientni rep-
resentaci p* na V* takto:

<[p*(X)]("),v >=<v", =[p(X))(v) >, X € g,

kde < .,. > je dualita mezi V a V*.
Jsou-li p1, p2 representace g na Vi, Vs, pak definujeme representace pi1 & ps resp.
p1 ® p2 na Vi & Vs, resp. Vi @ Vo pomoci zobrazeni

p1(X) @ pa(X), resp. p1(X)@Id+1d®p2(X); X € g

na Vi @ Vs, resp. Vi @ Vs.

Je-li p representace g na V, pak podprostory A*(V) a ©*(V) jsou invariantni
podprostory @F(V); definujeme tedy representace NFp a ©Fp jako ziZeni represen-
tace ®kp na tyto podprostory.

Jsou-li pi,ps representace g na Vi, Vs, pak nazveme zobrazeni ¢ : V3 — Vs
splétajici zobrazeni nebo equivariantni zobrazent, pokud pro vsechny X € g diagram

14 _¥% Vs
px) | |70
14 _¥% Vs

komutuje. Rekneme, e dvé representace jsou isomorfni, pokud existuje splétajici
zobrazeni mezi nimi, které je zdrover isomorfismem prTislusnich vektorovych pros-
tori.

Rekneme, Ze representace p je rozlozitelnd, pokud je isomorfni se (konecnym)
souctem irreducibilnich representaci.

Pojmy v této definici se definuji stejné v obou ze dvou zékladnich pripadi - bud
uvazujeme jen redlné representace, nebo jen komplexni representace.

2.2. Klasifikace representaci algebry si(2,C).

1 Jak vime, nejjednodussi ze zajimavych Lieovych algeber je algebra si(2,C) t.j.
algebra vSech 2 x 2 komplexnich matic s nulovou stopou. Tato algebra ma dimensi
3, vyberme si napr. tuto jeji basi

a=(h 8 x= (i) = (00)

Lieova zavorka je bilinedrni operace, takze struktura Lieovy algebry na sli(2,C) je
jednoznacné urcena zavorkami elementd base. Jediné takovéto netrivialni zavorky
jsou

[H,X]=2X, [HY]=-2Y, [X,Y]=H.
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Chceme ted zkoumat representace této algebry (Iépe feceno tiidy navzajem iso-
morfnich representaci). To se d4 také Fict tak, Zze hledame ve ¢tvercovych maticich
néjakého radu k 3 matice se stejnymi komutac¢nimi relacemi, jako maji H, X,Y.
Zkusit Tesit tuto tlohu je obtizné uz pro 3 x 3 matice, neni vidét na prvni pohled,
jak postupovat.

Zatim zname jen 2 piiklady representaci, t.j. definujici representaci na C? a
trivialni representaci, kdy se vSem tifem elementium H, X, Y prifadi 1, t.j. jednotkova
1 x 1 matice. Pomoci nich se snadno sestroji 3 x 3 matice se stejymi komutatory,
a to

1 0 0 010 000
H=[0 -1 0|, x=[0 00}, Y=(1 0 0
0 0 1 00 1 00 1

To je ovsem totéZ, jako bych Tekl, ze definuji representaci na C? jako soucet jiz
zndmych representaci na C? a C.

soucet jednodus8sich. Princip klasifikace je ten, Ze se vezme v tivahu obecny a zak-
ladni fakt (ktery v tuto chvili nebudeme dokazovat), ze kazda representace sl(2, C)
se rozlozi na soucet irreducibilnich representaci a hledd se pak pouze klasifikace
irreducibilnich representaci. Tri-dimensionalni representace, kterou jsme pravé se-
strojili, tedy neni irreducibilni a je soucet dvou irreducibilnich representaci (zkuste
si rozmyslet, Ze definujici representace je vskutku irreducibilni!).

Postup pri klasifikaci irreducibilnich representaci si rozdélime na nékolik krok.
Kli¢ k této klasifikaci je ndpad, zkusit si rozmyslet, jaké vlastni ¢isla mé (¢ mize
mit) v dané irreducibilni representaci matice, representujici element H. Pro jedno-
duchost oznaceni se dohodnéme, ze nemize-li dojit k nedorozumeéni kterou repre-
sentaci p algebry g na ¥V méame na mysli, pak pro X € g element [p(X)](v) oznacime
jednoduse X (v).

Véta 8. Necht p je irreducibilni representace sl(2,C) na V a o € C. Necht V,, oz-
nacuje podprostor vsech vlastnich vektori zobrazeni p(H), odpovidagicich vlastnimu
cislu «, t.g.

Vo ={v e V|H(v) = av}.

Pak V,, je nenulovy jen pro konecné mnoho « a plati

V = ®aVa.
(Soucet je mnozno brdt jako soucet pies vsechny o, nebot stejné jen konecné mnoho
s¢itanci je metrividlnich.)

Podle definice, zobrazeni p(H) zachovavé vSechny podprostory V,,. Chovani zo-
brazeni p(X) a p(Y) je popsdno v nasledujicim jednoduchém. ale zcela zékladnim
lemmatu.

Lemma.

[p(X)](Va) - Va+27 [p(y)](va) C Va—2- (1)
Dukaz. Staci pouzit jednoduchou rovnost

H(X () =[H,X](v) + X(H(v)) =2X(v) + X(aw) = (e + 2)v



a jeji obdobu pro Y. [

Dikaz Veéty 10. Linearni zobrazeni representujici element H mé na komplexnim
vektorovém prostoru alespon jeden vlastni vektor. Z toho plyne, Ze existuje alespon
jedno o € C, pro které je V, netrividlni. Necht v € V,, je vybrano pevné. Pak X7 (v)
patii do V442, pro vSechna j, ale jen koneéné mnoho z nich miize byt nenulovych
(vlastni vektory pro rtizna vlastni ¢isla jsou linearné nezédvislé). Existuje tedy u € C
a vektor w € V,, takovy, ze w # 0, X (w) = 0.

Uvazujme nyni vektory Y*(w) a najdéme nejmensi n piirozené takové, ze

Y™ (w) # 0, Y™ (w) = 0. (2)

Uk&Zeme nyni, Ze vektory w,Y (w),Y?(w),-, Y™ (w) generuji celé V. Oznacme W
linearni obal téchto vektort. Zobrazeni H i Y ziejmé zobrazuji W do sebe. Totéz
je pravda i pro X, nebot

XY (w)) = [X, Y](w) + V(X (w)) = pw,
X(Y*(w)) = [X,Y](Y () + V(X (Y (w))) = HY (w))+Y (pw) = [(p—2) +pulw,

a obecné (indukci) . .
XY (w)) = j(p—j+ 1Y (w), (3)

W je tedy invariantni podprostor V' a protoze V je irreducibilni, rovna se V.
Z toho ihned plyne, ze V,, je netrividlni pravé pro o € {p, u—2,... , 0 —2n}, Ze
kazdé vlastni ¢islo je jednondsobné a ze plati tvrzeni véty. [

Je tedy vidét, Ze jsme dokazali néco navic, totiz ze vlastni vektory libovolné
ireducibilni representace tvoii nepieruseny ”fetizek” o 2 se lisicich ¢isel. Pii po-
drobnéjsim zkoumani ale je mozné z vySe uvedeného dikazu dostat jesté pod-
statné a prekvapiveé silnéjsi tvrzeni, které - jak uvidime pozdéji - je zdkladem vSech
pozdéjsich informaci o klasifikaci irreducibilnich representaci vSech jednoduchych
Lieovych algeber.

Véta 9. Pro kaZdou irreducibilni representaci sl(2,C) jsou vlastni ¢isla zobrazeni
H cela a existuje n pFirozené takové, Ze V,, jsou metrividlni pravé pro o z mnoZiny
nn—2,n—4,...,—n+2,—n.

Diikaz. Pri stejném oznaceni jako v ditkaze predchozi véty vime, ze plati rovnosti
(2) a (3). Pro j = n+ 1 z té&chto rovnosti dostaneme, Ze

0=X¥Y""(w) = (n+1)(p—n)Y"(w),

ale protoze Y™ (w) # 0, musi byt p =n. O

Tim jsme se o irreducibilnich representacich si(2,C) dozvédéli vie podstatné
a stadi si jen utiidit ziskand fakta. Konstrukce vice rozmérnych representaci je
nyni jiz lehka. Pokud nap#. 3-dimensionalni representace na C? existuje, je v basi
w, Y (w),Y?(w) ddna maticemi

H =

oo
coco
=
I
coo
oo
oNn o
h<
I
or o
—_o o
coo
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Snadno se ovéfi, Ze tyto matice maji pozadované komutacni relace a ze tedy 3-
dimensionalni representace existuji. Zaroven je také vidét, ze vSechny 3-dimensio-
nalni representace jsou navzajem isomorfni (jsou-li V, V' dvé takové representace,
pak v nich obou existuje baze tvaru Y7 (w), Y7 (w') sestrojend v dikazu posledni véty
a zobrazeni, které je na sebe zobrazi, je isomorfismus representaci; akce generatora
H, X,Y je v obou stejnd). Presné stejné se nyni dokdze nésledujici klasifikaéni véta.

Véta 12. (Klasifikace irrep. sl(2,C). Necht n € Ng := NU {0}. Pak matice
Hij = (n =205 Xij = (n—j+1)j0i155  Yij = 0ijn

definuji (n + 1)-dimensiondlni irreducibilni representaci D,, algebry sl(2,C) na
C™*L. Zddné dvé z téchto representaci nejsou isomorfni a libovolnd jind irreducibilni
representace je isomorfni s nékterou z nich.

Diikaz.

Necht V je libovoln4 irreducibilni representace dimense rovné n + 1. Pak dikaz
Véty 10 ukazuje, Ze v bazi {Y7/(w)}, j = 0,...,n jsou elementy H,X,Y repre-
sentovany pravé uvedenymi maticemi. Z toho plyne, Ze pak pro toto m matice
definované ve vété definuji representaci a ze representace V' a D,, jsou isomorfni.
Representace ruznych dimensi nemohou byt isomorfni.

Staci tedy ukazat, Ze pro kazdé n € Ny existuje irreducibilni representace dimense
n+ 1.

To 1ze udélat takto:

Definujeme-li matice H, X,Y tak jako ve znéni véty, sta¢i primocare ovérit, ze
matice popsané ve vété maji spravné komutacni relace. Tim je tedy definovéna
representace D,, algebry sl(2,C) na C*!. Stadi ovéfit, ze D, jsou irreducibilni
(pro n > 0). Necht W je netrividlni invariantni podprostor, bez ijmy na obec-
nosti miizeme predpokladat, ze W je irreducibilni representace (indukce vzhledem
k dimensi W). Necht dimense W je j + 1, j < n Pak lze podle piedchozi véty
napsat W jako soufet W_; @ ...d W, a ziejmé (vlastni vektory jsou jednondsobné)
Vi =W;, —j < i < j. Pak ale akce X na W, musi byt trividlni, zatimco akce X na
V; je netrividlni, coz je spor.

[l

2.3. Klasifikace representaci algebry si(3,C).

Poznamka. V tomto paragrafu bychom chtéli klasifikovat irreducibilni represen-
tace algebry sl(3,C). K tomu nékolik pozndmek. Na prvni pohled tato mySlenka
vzbuzuje jisté pochybnosti, protoze je jasné, Ze neni mozné probirat nekonec¢né
posloupnosti klasickych Lieovych algeber jednu po druhé. Dtvod pro tento postup
je prosty - ukaze se, ze metody a pojmy nezbytné pro popis representaci sl(3,C)
uz jsou natolik obecné, Ze je prakticky beze zmény bude mozno pouzit ve vSech
dalgich pripadech; navic je tento pripad priuzrac¢ny, jednoduchy a zcela explicitni.

Hlavni mys$lenka klasifikace representaci sl(2,C) byla zkoumat vlastni ¢isla zo-
brazeni p(H). Otéazka, jestli je mozné totéz udélat v dimensi 3. Bylo by mozné opét
vybrat jeden vyznacny element algebry a zkoumat odpovidajici vlastni vektory a
vlastni ¢isla. Ukazuje se vSak, Ze je mozné (a velmi a¢inné) zkusit ziskat obsdhlejsi
informaci zkoumdanim spoleénych vlastnich vektort celé skupiny operatori. Proc
jsme to neudélali uz v dimensi 27
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Odpovéd je prosta. Kazdy fyzik vi (a je to klicova informace pro popis méteni
v kvantové mechanice), Ze lze hledat spoleéné vlastni vektory pro celou tiidu op-
eratortd najednou, pokud vSechny operatory této tiidy spolu navzajem komutuji.
V dimensi 2 byly komutativni podalgebry (t.j. linedrni podprostory na nichz je
komutétor trividln{) pouze jednodimensiondlni. Byvd zvykem nazyvat maximdlni
komutativni podalgebry Cartanovymi podalgebrami. V dimensi 3 je nejprostsi
uvazovat podalgebru h diagonélnich matic v sl(3, C), kterd tvoi{ dvou-dimensionalni
vektorovy prostor.

2.3.1 Néco vic o g = si(3,C).
Nejdiiv najdeme vhodnou basi g a zkusime si rozmyslet, jaké jsou komutacni
relace jednotlivych dvojic prvkia z base. Prostor § diagonalnich matic

aq 0 0
H = 0 as 0
0 0 as
ma basi
1 0 O 0 0 0
H=(0 -10|;H=[01 0
0O 0 O 0 0 -1

Tyto dva prvky se daji doplnit na basi celé algebry pomoci matic (divod pro
zv1astni indexy bude ziejmy za chvili)

010 000 001
Xo,=[0 0 0], X0,={0 0 1]|,X0,=([0 0 0
000 00 0 000
00 0 00 0 000
Xo=[100|,X0=[(000],X0=[000
000 010 100

Je jednoduché spocitat, jak vypadaji komutatory jednotlivych prvki base. Prvky
z b spolu navzdjem komutuji. P¥imy (a jednoduchy) vypocet ukazuje, ze komutator
H € b s nékterym z dalSich 6 prvka base je nasobek tohoto prvku a ze prislusny
koeficient je linedrni funkce na h. Napriklad

[HvXal] = O[l(H)'Xal, ap € b*aal(H) =a; — as.

Tento fakt (porovnejte ho s chovanim generatort si(2, C)) vede k nasledujici definici.
Definice 9. Nechf g = si(3,C). Definujme linedrni podprostory g, € b* takto:

go ={X € g|[H, X] = a(H)-X,H € bh}. (4)
Je-li a € b*, a0 £ 0 takové, Ze go # {0}, pak o nazveme kofen a odpovidagici g,

nazveme kofenovy podprostor g. Symbolem R oznacime mnoZinu vSech koteni g a
symbolem

Agr :={ala = nia; + naas, ny,ng € Z}.
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oznacime miizZ generovanou v roviné viemi kofeny.
Poznamka. OznaCme L1, Lo, L3 € h* prvky definované piedpisem

LI(H) = A4, 1= 1,2,3.

Tyto prvky generuji celé h*, ale nejsou linearné nezévislé. Abychom mohli kreslit
jejich (redlné) linedrni kombinace do roviny, je vhodné je nakreslit jako vrcholy

vvey

Snadno se spoéitd, ze mnozina v8ech kotfent sl(3,C) je Sestiprvkové a obsahuje
kofeny

+aq(H) := +(a1 — a2); Tas(H) := £(az — a3); +az(H) := £(a; — a3).

Prvky X41,, generuji jednodimensionalni kofenové podprostory g1, je ihned vidét,
ze jsme algebru g rozlozili takto:

g= h 2] {@QGR ga}' (5)
Zbyvajici komutatory v algebie (jak se snadno spoéitd) spliuji
[0a,08] C a+ts- Cvicent! (6)

Rozklad (5) a ptislusné komutacni relace davaji iplnou piedstavu o struktuie al-
gebry g.

Obr.1.

2.3.2 Rozklad na viahové podprostory. Necht V je irreducibiln{ representace
g. Podle ideje vysvétlené v ivodu se budeme snazit najit spole¢né vlastni vektory
zobrazeni, které representuji prvky z H.

Definice 10. Pro libovolné A € b* definujeme podprostor
Va:={veV|H(v) = \(H)wv, H € h}.

Je-li Vi # {0} pro néjaké A € b*, fekneme, Ze )\ je vdha representace V, vektor
v € Vi, v # 0 nazveme vdhovy vektor a V vihovy podprostor.
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Véta 11. Necht V je irreducibilni representace g, pak
V= @)\Eh*V>n (7)

kde soucet je ve skutecnosti konecny (scitd se pies vSechny vihy V).
Je-li A néjakd viha V, pak vSechny vdhy X\ jsou prvky mnoZiny X\ + Ag.
Diikaz.
(1) Nejdiive dokézeme, Ze vzdy existuje alespori jedna véha. Pro zobrazeni
representujici prvek H; existuje alespon jeden vlastni vektor v1 € V, v; #£ 0

s vlastnim ¢islem A; € C. Ozna¢me Ay, odpovidajici vlastni podprostor ve
V. Je-li w € Ay,, pak

Hi[Hy(w)] = Hao[Ar-w] = A\i-Ha(w),

tedy H2(Ay,) C Ay, . Pak tedy musi existovat nenulovy vektor vy € Ay,
takovy, ze Ho(v2) = Ag-vs, Ay € C. Tento vektor pak patii do

Vs, Aeb™, MarHi + asHo) = a1 + as s

a A je tedy vaha V.
(2) Dalsim bodem je dokézat jednoduchou, ale zcela principidlni, relaci

ga(Va) C Vata- (8)
To je ihned vidét ze vztahu
H(Xa(v) = [H, Xo](v) + Xo(H(v)) =
= a(H)'Xa(v) + )\(H)'Xa(v) = [a + )\](H)'Xa(v)'

(3) Vzhledem k tomu, Ze vlastni vektory pro riizné vlastni ¢isla jsou linedrné
nezdvisl, je mnozina v8ech vah konefnd. Ze vztahu (7) ihned plyne, Ze
BacrVara (soucdet je koneény) je netrividlni invariantni podprostor a Ze se
tedy rovna V.

|

2.3.3 Vahova mftiz, Weylova komora. Pravé dokazand véta je podstatnym

krokem pii snaze pochopit strukturu irreducibilnich representaci, ale ne posled-

nim krokem. Jako tomu bylo pro representace si(2,C), vdhy representaci nemohou

byt jen tak néjaké prvky komplexniho prostoru h*, ale musi byt v jistém smyslu

celociselné. Postupovat obdobné jako pro si(2,C) by bylo piili§ sloZité, je pohodl-

néjsi vyuzit toho, ze v si(3,C) je dostatek podalgeber isomortnich si(2,C).
Pridejme ke dvéma prvkim X,,, X_,, jejich komutator

1 0 O
Hy, =X, X—an]=[0 -1 0
0 0 0

a uvédomme si, ze
[Hal’X:tal] ==+a (Hal)'X:I:oq = 12'X:|:a1-

Tedy Ha,y Xoy, X—a, jsou standardni generdtory sl(2,C)-podalgebry sls, (pod-
statnd je relace a(H,) = 2!) a kazda representace g je tedy zaroven representaci
Sla, - Je mozné tedy ocekdvat, Ze je-li A vaha representace, bude muset byt A(H,, )
celé ¢islo. Totéz je pravda i pro dalsi dvé obdobné podalgebry sla,,slas a to jiz
bude tplné informace. To vede k nésledujici definici.



16 VLADIMIR SOUCEK

Definice 11. Necht H,, = [Xo,, X_o,] € b, 1 = 1,2,3. Rozdélme mnoZinu kofeni
R na kladné kofeny, resp. zdporné koteny Ry = {£a;li =1,2,3}; R=Ry UR_.
Rekneme, Ze koten o € Ry je jednoduchy koien, pokud se nedd napsat jako
soucet dvou kladngch korenii.
Pak

Aw :={X € b*|\NHy) € Z, a € R}
se nazyvd vdhovd mriZ a
W:={AephMa) >0, a € Ry}

se nazyvd Weylova komora.

Vzhledem k tomu, Zze az = a1 + s, je zfejmé Zze mnozina jednoduchych kotent se
sklada pravé ze dvou kotent o a . Je okamzité vidét, ze staci ovérovat podminky
v definici vahové mrize a Weylovy komory jen pro jednoduché koteny.

Je-li A = )\1L1 + )\QLQ, pak

)\(Hal) = A1 — )\‘27 )‘(Haz) = )\‘27 )‘(Has) = A1

Tedy A patii do vahové miize praveé kdyz Ay, Ao € Z a A patii do Weylovy komory
praveé kdyz Ay > Ao, Ay > 0.

Obr.2.

Véta 12. (Klasifikace irreducibilnich representaci si(3.C).)

(1) NechtV je irreducibilni representace sl(3,C). Pak existuje nenulovyj vektor
vo § vlastnostmi:
(i) vo je vdhovy vektor, t.j. existuje Mg, vo € Vi,
(i) Xo(vo) = 0 pro vSechny kladné kofeny o € Ry.
Viha Mo se nazijvd nejvyssi vaha representace V' a odpovidajici vektor vy se
nazyvd vektor nejuyssi vahy V. Vektor nejuyssi vdhy je urcen jednoznacné
(aZ na ndsobek).
(2) Dvé representace jsou isomorfni pravé kdyZ maji stejnou nejuyssi vihu.
(3) MnoZina vsech nejuyssich vah viech irreducibilnich representaci je mnoZina

Aw NW.

Pro dikaz véty si pripravime dopfedu jedno standardni a zcela obecné tvrzeni.
Jde o velmi jednoduchy, ale velmi ¢asto vyuzivany princip.
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Véta 13. (Schurovo lemma.) Nechf g je libovolnd Lieova algebra, necht ¢ je ho-
momorfismus mezi jejimi dvéma representacemi Vi, Vs. Predpoklidajme navic, Ze
Vi je irreducibilni.

Pak bud ¢ je trividini zobrazeni, nebo ¢ je prosté.

Diikaz. Jadro Ker(yp) je invariantni podprostor Vi, z irreducibility tedy plyne, Ze
je to bud celé Vi, nebo {0}. O

Diikaz véty 12.

(1) Zvolme vhodny linedrni funkciondl [ na h* tak, aby I(a) > 0 pro vSechny
kladné koreny «. Funkcional [ definuje ¢aste¢né uporadani na h*. To ndm umozni
postupovat analogicky jako v piipadu sl(2,C), kdy jsme nejprve hledali véhovy
vektor, ktery je "nejvic napravo”.

Mnozina vah je kone¢nd podmnozina mnoziny A + Ag pro né&jakou vahu A. Ex-
istuje tedy pravé jedna vdha )\g, pro kterou je redlnd ¢ast éisla /() maximéalni
(imagindrni ¢ast se neméni, nebot I[(Ag) C R.). Necht vy je libovolny nenulovy
vektor ve V. Ziejmé X,(vo) = 0 pro vsechny kladné koieny o € Ry, nebot
Xa(vo) € Vagra a (Ao + @) > I(Ag). Tim je ukdzdna existence vektoru nejvyssi
véhy ve V.

Ukazme ted jeho jednoznaénost az na nasobek. Nasledujici tvrzeni ma i samostny
vyznam.

Lemma. Je-li V libovolna representace g a jestlize vektor w € V spliiuje podminky
(i), (ii) Véty 12 (1) (takovymto vektorim se nékdy fikd singuldrni vektory), pak
linearni obal W vektort

(... Ya(w))...))|Yi € ga, @ € R, n € N} 9)

je invariantni podprostor.

Prostor W je ziejmé invariantni pri akci prvki z h a z go, @ € R_. Oznacime-li
W, linearni obal vektort v (9) s pevoym n a W = U, W,,, pak ukdzeme (indukci),
ze X € gg, 8 € S zobrazuji W,, do W,,. Plati

XN (Y2(..(Ya(w)).) = [X, V1](Y2(..(Yn(w))..)) + Y1 (X (Y2 (..(Yn (w))..)).

Komutétor [X, Y]] je element v gg_o, @ € Ry. Kdyby 8 — a € Ry, pak [ je souCet
dvou kladnych kofenii a neni jednoduchy, coz je spor. Tedy —(3 — ) je bud soucet
jednoduchych kotent, nebo patii do h. V obou pripadech je prvni s¢itanec napravo
ve W, a druhy s¢itanec tam patrii podle indukéniho predpokladu.

V naSem ptipadé je ziejmé go, = [gas, Jas), takZe W), je zfejmé invariantni pii
akci vSech X € g,, a € R;. Poznamenejme pro budoucnost, ze vlastnost potiebna
k dtikazu lemmatu se da formulovat takto:

Libovolny prvek z go,a € Ry se da napsat jako sloZzeny komutator prvkia z
Ja;r O € S.

Lemma ukazuje, Ze pro vSechny vahy representace A rtizné od vahy A\g vektoru vy
plati I(Ag) > I(X). Pokud v} je jiny vektor spliujici podminky (i), (ii), pak Lemma
musi platit i pro né a méa tedy stejnou vdhu jako vp. Jsou tedy ndsobky jeden
druhého.

(2) Jsou-li dvé representace V a V' isomorfni a pfipomeneme-li si definice nejvyssiho
vektoru a nejvyssi vahy, pak je zifejmé, ze prislusny isomorfismus ¢ prevadi vektor
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nejvyssi vahy ve V' na nésobek vektoru nejvyssi vahy ve V'’ a Ze p¥islusné nejvyssi
vahy se rovnaji.

Naopak, jsou-li nejvyssi vahy dvou representaci V' a V' stejné, pak Va V' je také
representace a jsou-li v, resp. v’ vektory nejvyssi vahy ve V, resp. V', pak vektor
v®v’ je vektor nejvyssi vihy ve V@ V', Oznaéme U invariantni podprostor v V@V’
generovany akci elementi ze zadpornych kofenovych podprostorti na v & v.’

Nejdriv ukazeme, ze U je irreducibilni. Pokud by tomu tak nebylo, pak existuje
netriviani vlastni podprostor U’, o kterém miiZeme bez Gjmy na obecnosti pied-
pokladat, Ze je irreducibilni. Necht 7y, resp. my+ je projekce V @ V' na jednotlivé
séitance. Nejvyssi vdha U’ je nutné mensi nez nejvyssi véha U v ¢dstecném us-
pofadani daném funkcionédlem [. Obraz 7y (U’) je pak invariantni podprostor V,
jehoz nejvyssi vdha je mensi nez nejvyssi vaha V' a protoze V je irreducibilni, je
my (U') = {0}. Stejné se ukéze, ze wy/ (U’) = {0}. Pak ale U’ = {0}, coz je spor.

Nyni sta¢i pouzit Schurovo lemma, ze kterého plyne, Ze restrikce projekci my,

resp. my na U je isomorfismus.
(3) Necht A je nejvyssi vaha irreducibilni representace V, necht w je p¥islusny vektor
nejvyssi vahy. Necht o je pevny kladny kofen. Piipomeime, 7e Xiq € gia jSOU
takové, ze pro H, = [X,, X_o] plati a(Hy) = 2. Pak vektory Hy, Xo, X_o tvori
standardni basi sl(2,C)-podalgebry sl, a vektory [X,]"(w) generuji irreducibilni
representaci slo. Z toho ihned plyne, Ze A(H,) je celé a nezdporné ¢islo. Tedy A je
prvek mnoziny Ay N W.

Zbyvéa tedy jiz jen ukazat, Ze pro kazdy element A € Ay NW existuje irreducibilni
representace, jejiz je A nejvyssi vaha. Tuto konstrukci provedeme v jednotlivych
ptipadech uvazovanych Lieovych algeber zvlast. Konstrukce pro si(3,C) nésleduje
ihned. O

2.3.4 Konstrukce irreducibilnich representaci.

Piiklad 1. Necht V = C? je definujici representace sl(3,C). Zkusme ukazat, ze je
to irreducibilni representace a najit jeji nejvyssi vahu. Vahové vektory jsou ziejmé
vektory kanonické base v; = e;, i = 1,2,3. Odpovidajici vahy jsou \; = L;, i =
1,2, 3. (Nakreslete si obrazek!) Vektor nejvyssi vahy je tedy vektor Ay = L;. Pokud
by representace nebyla irreducibilni, pak existuje netrivialni vlastni invariantni pod-
prostor W, o kterém muZzeme rovnou predpokladat, Ze je irreducibilni representaci.
Jeho vektor nejvys$si vahy musi byt jeden z vektort es, e3. Ale to je spor, nebot ani

jeden z nich neni anihilovany vsemi prvky X,,a € R,.

Véta 13. Necht V je irreducibilni representace g = sl(3,C) necht {v;}icr je base
V sloZend z vdhovijch vektori; necht \;, i € I jsou odpovidajici vihy.

Necht V* je dudlni (kontragradientni) representace k' V' a necht {v} }icr je dudini
base. Pak vsechny vektory z této base jsou vdhové vektory V* a odpovidajici vihy
jsou pravé —\;, i € I.

Diikaz. Vztah
< H(’U:),Uj >=—-< ’U:,H(’l}j) >= — <’U,2‘,)\j’l}j >= )\jéij

mi za nésledek, ze H(v}) = —\;vf. O

Piiklad 2. Necht V* je dudlni (kontragradientni) representace k definujici rep-
resentaci V. Podle Véty 13 ma mnozina vSech vah V* tii prvky —L; + = 1,2,3.
Nejvyssi vaha je tedy —Ls. Irreducibilita V* se ukaze stejné jako v Prikl.1.



19

Poznamka. Tim jsme sestrojili representace s nejvyssimi vahami L; a —Ls. Tyto
dvé vahy lezi na hranach Weylovy komory W a vSechny ostatni prvky v Ay NW jsou
jejich linedrni kombinace s nezdpornymi celymi koeficienty (nakreslete si obrazek!).
Ke konstrukci dal$ich irreducibilnich representaci se bude hodit nasledujici postup.

Necht V; a V5 jsou dvé irreducibilni representace g = sl(3,C). Necht \;i = 1,2,
jsou jejich nejvyssi vahy a v;, 1 = 1, 2, prislusné vektory nejvyssi vahy. Pak v ® vy
je singuldrni vektor ve Vi ® V5 (t.j. spliiuje podminky (i), (ii) Véty 12 (1)) a akce
prvki ze zapornych kofenovych podprostorii generuje irreducibilni representaci W
s nejvyssi vahou A; + As. Tato representace se obvykle nazyva Cartaniv soucin
representaci V4 a V5 a znaciva se Vi X Vs.

V tuto chvili jesté nemame k dispozici vSechny informace potifebné k dikazu
tohoto tvrzeni (bylo by poti¥eba védét, ze kazda representace je iplné rozlozitelnd),
a tak se spokojime se slab§im tvrzenim, ze irreducibilni representace s nejvyssi
vahou A1 + A2 muZe byt realizovana jako faktor-representace representace W.
Véta 14. Necht Vi a Vi jsou dvé irreducibilni representace g = sl(3,C). Nechf
it = 1,2, jsou jejich nejuyssi vdhy a v;, i = 1,2, prislusné vektory nejuyssi vahy.
Pak existuje irreducibilni representace s nejuyssi vahou A1 + As.

Diikaz. Rikejme pro stru¢nost representacim, které jsou souéty svych vahovych
podprostorti vdhové representace (podprostory). Necht W je invariantni podprostor
Vi ® V5 generovany singularnim vektorem v; ® vy s vahou Ay + As.

Podle Lemmatu v dikazu Véty 12 vime, ze podprostor W generovany sin-
gularnim vektorem v; ® vy je invariantni podprostor. Vaha tohoto siguldrniho
vektoru je zfejmé \; + Ao. Pokud je W irreducibilni, je dikaz hotov.

Pokud ne, uvazujme systém vSech vahovych invariantnich vlastnich podprostori
W' ve W. Tento systém m4 maximalni prvek Wy (vzhledem k inklusi), nebot kazdy
prvek systému je zfejmé podprostor souctu Gy, +x, Wy ato tedy znamena, ze i
soucet v8ech podprostort ze systému je opét vlastni vdhovy invariantni podprostor.

Ukéazeme, ze W/Wj je hledand irreducibilni representace s nejvyssi vahou Ay 4+ As.
Pokud by tomu tak nebylo, pak existuje irreducibilni vlastni podprostor W" C
W/Wa, ktery je tedy také vadhovy a je-li  projekce na faktor-prostor, pak 7= (W")
je vahovy invariantni vlastni podprostor W, ktery obsahuje Wy jako vlastni pod-
prostor, coz je spor.

3. KLASIFIKACE REPRESENTACI ALGEBER sli(n,C), sp(2n,C) A so(m,C)

3.1. Schéma pro klasifikaci representaci jednoduchych algeber.
Pri klasifikaci irreducibilnich representaci jednotlivych klasickych algeber v dal-
gich paragrafech budeme postupovat podle néasledujiciho schématu:

(1) Najit Cartanovu podalgebru b, t.j. maximaln{ komutativni podalgebru zdk-
ladni algebry g. Standardné to budou vSechny diagonalni matice dané po-
dalgebry.

(2) Spocitat, jak vypadd mnoZina v8ech kofent R. Popsat mnozinu S jednodu-
chych korent.

(3) Ukazat, ze plati rozklad

g=h® {Bacr 9o} (5)

(4) Zvolit si funkciondl | € h* takovy, ze l(a) # 0, € R. Rozlozit R na
disjunktni sjednoceni kladnych a zapornych kofeni R = R UR_, Ry =
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{a|l(a) < 0}. (V piipadé sl(3,C) jsme predem toto rozdéleni provedli jiz v
oznadeni, ale byla to jen jedna z 6 moznych konvenci.)

(5) Pro kazdé a € Ry je tieba zvolit Xy, € giq tak, aby H, = [Xa, X_4]
spliiovalo podminku a(H,) = 2.

(6) Spocitat, jak vypadd véhovd m¥iz Ay, t.j. najit tzv. fundamentdlni vahy
wi, t=1,...,r, které jsou definovamé vztahem

wi(Ho,) = 05554, =1,..., 78 ={a1,... ,ar}.

Pro né pak plati, Ze prvky vdhové mrize jsou pravé celociselné linearni kom-
binace fundamentalnich vah a prvky ve Weylové komote (uréené vybérem
1) jsou pravé linedrni kombinace s nezadpornymi koeficienty fundamentalnich
vah. Tedy

Aw W= {CY = Z niwi|ni € Zyn; > 0}

i=1

(7) Najit konstrukei irreducibilnich representaci, jejichZ nejvyssi vahy jsou prave
fundamentalni vahy.

(8) Zkontrolovat, ze Véta 11 a Véta 12 plati i v této situaci, Ze v jejich diikazu
nebylo nic specidlniho pouze pro si(3,C) (v nékterych mistech je tieba
udélat jednoduchou a pfimoéarou modifikaci). V dikazu Véty 12 bylo nutno
védét, ze libovolny prvek z g.,a € R4 se d& napsat jako slozeny komutator
prvki z gq,,a; € S, to je tedy tieba zkontrolovat.

Pfi konstrukei irreducibilnich representaci s nejvyssimi vahami v Ay NW
staéi pouzit Vétu 14.

3.2. Klasifikace representaci algebry si(n + 1,C). Cartanova algebra je po-
dalgebra diagonalnich matic. Seznam kofent je {L; — L;}izjiii=1,... nt1. Kladné
kofeny se obvykle voli jako mnozina {L; — L;}i<jii j=1,... n+1. Mnozina jednodu-
chych korend méa prvky L; — Lo, ..., L, — Ly41 a jeji Dynkintv diagram je typu
A, (definice Dynkinova diagramu - viz niZze).

Fundamentalni vahy jsou w; = Li+...+L;; i = 1,... ,n. Definujici reprezentace
na C" m4 nejvyssi vahu wy. Jeji j-t4 vné&jsi mocnina A7 (C™t1) je irreducibilni a
jeji nejvyssi vaha je fundametnalni vaha w;.

Véhy ztotozhujeme (v tomto jediném piipadé!), pokud se 1isi o ndsobek véhy
(1,...,1). Vaha A = (A1, ..., Apa1) je tedy jednoznadné uréena rozdily A\; — Ajiq.
Pro pohodli je budeme normalizovat podminkou A,4+; = 0. Nejvyssi vahy vSech
irreducibilnich reprezentaci jsou pravé prvky mnoziny

A= A 0) =) AL > A > > M > 05 N € Z)

2

§:=> wi=nLi+(n—1)Ly+...4+1Ly.

i=1

3.3. Klasifikace representaci algebry so(2n + 1,C). Seznam v8ech kofent je

A={tL;+Lj|i<jii,j=1,...,n}U{xLi|li=1,... n}.



21

Mnozina jednoduchych kofent je
{Ll - L27 L] 7Ln—1 - L’nvL’n}

Dynkintv diagram pro tuto algebru je typu Bs.
Fundamentalni vahy jsou

wZ:L1++LZ, 2:1,,n—1, wn:1/2(L1++Ln)

Odpovidajici reprezentace jsou vnéjsi mocniny definujici reprezentace a spinorova
reprezentace.
Nejvyssi vahy vSech irreducibilnich reprezentaci jsou pravé prvky mnoziny

A= A) =) AL =X > .. > A > 0; A\ €Z nebo \; €1/2+ Z}.

0=mn—-1/2)Ly +(n—3/2)La+...+1/2 L,.
3.3. Klasifikace representaci algebry sp(2n,C). Seznam v8ech kofenil je
A={£L; £ Lli<yg;i,j=1,... ,npU{£2L;}i =1,... ,n}.
Mnozina jednoduchych kofent je
{Ly—Lo,... ,Lpy_y — Ly,2L,}.
Fundamentalni vahy jsou
wi=Li+...+L;i=1,...,n—Lw,=1/2(Ly + ...+ Ly).

Odpovidajici reprezentace jsou vnéjsi mocniny definujici reprezentace a spinorova
reprezentace.
Nejvyssi vahy vSech irreducibilnich reprezentaci jsou pravé prvky mnoziny

{)‘:O\lv--w)\n)zz)\ilfip\l >X > >N >0, N\ €2

d=nLi+(n—1)Lo+...+1L,.
3.3. Klasifikace representaci algebry so(2n,C). Seznam vSech kofent je
A={£L; £ Ljli<j;i,j=1,...,n}
Mnozina jednoduchych kofent je
{Ly—Ls,... ,Ly_y — Ly, L1 + L, }.
Fundamentalni vahy jsou
wi=Li+...+Lji=1,...,n—2;
wWno1=1/2(Ly 4+ ...+ Lyp—1 — Ly),wp, =1/2(L1 + ...+ Ly).

Odpovidajici reprezentace jsou vnéj$i mocniny definujici reprezentace a dvé spino-
rové reprezentace.
Nejvyssi vahy v8ech irreducibilnich reprezentaci jsou pravé prvky mnoziny

A= A) = ) AL > X > > Al A € Z nebo \; € 1/2+ Z}.
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4. CLIFFORDOVY ALGEBRY A SPINORY
4.1 Cliffordova algebra.

Definice. Necht V' je wvektorovy prostor nad C (¢ R) dimenze m. Necht Q je
libovolnd (evtl. i degenerovand) symetrickd bilinedrni forma na V, odpovidajici
kvadratickd forma bude oznacena stejné. Pak definujeme Cliffordovu algebru C =
C(V,Q) jako asociativni algebru s jednotkou, kterd obsahuje V , pro kterou plati

vw +wo = —2Q(v, w);v,w € V

a kterd md ndsledujict univerzdlni vlastnost: Pro libovolnou asociativni algebru
s jednotkou E a pro libovolné linedrni zobrazeni j : V — E takové, Ze

J(@)j(w) + j(w)j(v) = =2Q(v,w);v,w €V,

existuje praveé jeden homomorfismus algebry C do E ktery rozsituje j.

Véta. Pro dany vektorovy prostor V. a danou bilineirni formu @Q existuje pravé
jedna (aZ na izomorfismus) Cliffordova algebra C.

Diikaz. Existence se dokédze takto: Necht T'(V) je tenzorova algebra V' a necht I
je oboustranny idedl generovany vSemi elementy tvaru vw + wv + 2Q(v,w). Pak
faktoralgebra C := T'(V')/I je asociativni algebra s jednotkou. Projekce V' C T'(V)
na sviij obraz v C je prostd (diky tvaru generujicich elementil), takze V ztotoznime
s jeho obrazem v C. Universalni vlastnost C plyne ihned z universalni vlastnosti
tenzorové algebry a z ni pak ihned plyne jednoznacnost az na izomorfismus.
Pozndmka. Diky tomu, ze generatory idedlu I jsou sudé, je na C dobre defino-
vand Zs-gradace C = C* @ C~ (definovana projekci standardni gradace tenzorové
algebry).

Definice Cliffordovy algebry se pouziva pro libovolnou bilinedrni formu @, my
se zde (pro pohodli) omezime jen na nedegenerovanou formu () na komplexnim
vektorovém prostoru. Forma () se v takovém pripadé da vzdy prevést na standardni
kanonicky tvar.

Je-li {e;} libovolnd ortonormélni baze V, pak plati

ee; +eje; = —2(57;‘7.

Rizné prvky ortonormalni baze spolu tedy antikomutuji a e;e; = —1. Z toho plyne,
ze prvky tvaru
eji=¢€; ..., 1<y <...<1, <m

tvor{ spolu s 1 = ey mnoZinu generdtort algebry C. Chceme ted ukézat, Ze tyto
prvky tvori bazi a ze tedy ma algebra dimenzi 2. Pied dikazem tohoto tvrzeni si
napied pripravime vhodné pojmy.

vevs

Definice. Necht A*(V) oznacuje vnéjsi algebru V. Pak definujeme pro kaZdé v € V
ti linedrni operdtory na A* (V') takto:

(1) e(v)(a) =v A, a € A*(V);

(2) v()(vr Ao Awg) =30 (=DTHQu, ) A ATA L A vy €V

(3) c(v) = e(v) — (v).
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Véta.
(1) e(v)e(w) + e(w)e(v) = 0; v,w € V;
(2) v(v)e(w) + t{w)e(v) =0, v,w € V;
(3) e(w)e(w) + v(w)e(v) = Qv,w), v,w € V;
(4) c(v)e(w) + c(w)e(v) = —2Q(v, w).

Diikaz.
(1) Plyne ihned z antikomutativity vng&jsiho ndsobeni vektori.
(2) Plati

)e(w)(vr Ao Avg) = Z(—l)”‘jQ(v, 0;)Q(w,vj)vr AL Ty Uy A vt

1<j

+Z H'J 1Q’U’UZ)Q(U),’U]‘)’Ul/\...7.)}...757;.../\7.);@.
i>7

Z toho je vidét, ze se obé sumy na levé strané vskutku odectou.
(3) Plati

e)u(w)(vr A Avg) = U/\Z D7 Q(w, vy)vr A A Vg,

vw)e() (v Ao Avg) = Qv,w)uy Ao Aok +v A Z(— Jup A LA v,

z ¢ehoz tvrzeni ihned plyne.

(4)
c(v)e(w)+e(w)e(v) = —(u(v)e(w)+e(v)e(w)+e(w)e(v)+e(w)e(v))) = —2Q (v, w).

Definice. Zobrazeni ¢ z V. do End(A*(V)) se z univerzdlni vlastnosti Cliffordovy

algebry jednoznacné rozsiii na homomorfismus ¢;C — End(A*(V)).
Definujme pak zobrazeni C' : C — A*(V') predpisem

Véta.
(1) Zobrazeni C je izomorfismus (vektorovijch prostori, ne algeber!). Dimenze C je
tedy 2™.
(2) Je-li {e;} ortonormdlni bdze, pak

C’(eil ...eik,) =€, N...Neg,.

Vzor prostoru A¥(V);k =0,...,m pii zobrazeni C oznacime CF.

Pozndmka. Rozklad C na homogenni ¢asti C* je pouze gradace vektorového pros-
toru a ne algebry (ta mé jen vySe zminénou Zs-gradaci. Nas bude pro naSe ucely
zajimat hlavné ¢ast C2. Ukdzeme, Ze je na tomto vektorovém prostoru piirozend
(pomoci komutatoru) definovand struktura Lieovy algebry a Ze je tato Lieova alge-
bra izomorfni s Lieovou algebrou so(V, Q). To ndm pak umozni sestrojit chybéjici
spinorové reprezentace této algebry.
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Véta. Pro libovolné a € C? a pro kazdé v € V plati, Ze [a,v] = av — va patii opét
do V. Navic, zobrazeni

7:C? = End(V); 7(a)(v) = [a, ]
je izomorfismus vektorovijch prostori C? a so(V, Q). Pokud se na C? definuje zdvorka
jako komutdtor, je T pak izomorfismus Lieoviyjch algeber.
Diikaz. Necht {e;} je opét libovolné ortonormélni baze V. Prvky e;e;, i < j, tvori
bazi C2. Pro libovolny prvek e;e; a libovolny vektor eg, k = 1,... ,m, spo¢itdme

leiej, ex] = eiejer + ejepe; — eepe; — epee; = 2(0ie; — Oikes),

coz je prvek V.

Z toho plyne, ze vSechny prvky tvaru [a,v] patii do V a Ze zobrazeni 7(e;e;)
odpovida ve zvolené bézi standardni antisymetrické matici 2E;;. (M4 prvek 2 na
misté ij a —2 na misté ji). Tedy 7 je izomorfismus C? na so(V, Q).

Spoctéme nyni komutdtory operdtori e;e;, erer, i < j, k < I, pro struénost pisSme
jen indexy 1, 7, k, [:

[ij, kl] = ijkl — klij = ijkl + ikjl — ikjl — kijl + kijl + kilj — kilj — klij =

= 2(—5jkil + 0 gl — 0 ki + 5¢lk’j).

Tytéz komutacni relace plati pro generdtory 2FE;; antisymetrickych matic, tedy
7 je izomorfismus Lieovych algeber.

4.2 Spinorové reprezentace.
Nyni je tfeba rozdélit konstrukci na dva pripady, nejprve probereme piipad sudé
dimense.

4.2.1 Pripad m = 2n.
Necht {e;}; i =1,...,2n je ortonormélni baze. Definujme nyni bézi z nulovych
(komplexnich) vektort

wj = 1/2(€2j_1 + ’L'ezj);ﬁj = 1/2(—62j_1 + iegj); j=1,...n.

Pak {w,}, resp. {w;} generuji izotropni podprostory W, resp. W, W & W = V.
Pro tuto novou bazi dostaneme nésledujici relace (w;, w;; @ # j):

WiW; = —W;jW;, WiWj; = —W;jWs, W;W5; = —W,;Ws,

wf = EZQ =0; ww; +w;w; = 1.

Prvek I = wyw; ... Wywy, je pak idempotent (I2 = I) v algebie C a budeme
uvazovat prislusny levy ideal
S:=C1I

v C. Pak plati:
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Véta.

(1)
S = A*(W)-.

(2) Proky H; := 1/2 — w;w; generuji Cartanovu podalgebru C2.

(8) Viechny vihy S jsou tvaru A = (£1/2,...,4+1/2).

(4) S*:=SNC* jsou diny sudou a lichou casti A*(W)-I a jsou to invariantni (ve
skutecnosti ireducibilni) podprostory S. Jejich nejuyssi vdhy jsou A = (1/2,... ,1/2) ]
resp. (1/2,...,1/2,—-1/2).

Diikaz.

Ozna¢me wy,J C {1,...,n} obvyklou bazi A*(W).

Pak levé ndsobeni prvkem w; prevadi w,I na w1 pro i € J; a na nulu jinak.
Podobné, levé nasobeni prvkem w; pfevede w ;I na wy ;I pokud i € J a na nulu
jinak. Ve fyzice byva b&zné (ze zcela ndzornych divodi) nazyvat prvek I vakuem,
operatory nasobeni w;, resp. w; krea¢nimi, resp. anihila¢nimi operatory. Z toho
ihned plyne, ze A*(W)-I je levy ideél v C a Ze se tedy rovnd S.

Vsechny prvky H; spolu komutuji a generuji tedy Cartanovu podalgebru C2.
Vsimnéte si, ze
’ij]'—l/2 = 1/4(62]‘_1+’L'62j)(—€2j_1+7;€2‘7')—]./2 = 1/4(2—27;62]'_162]‘)—1/2 = —1/262]‘_162]‘ S CQI

7 definice akce w;,w; plyne ihned, Ze

Hi(wyI)=1/2w;I;i & J;
Hi(wyI) =—-1/2wyl;i € J;
Fakt, ze ST jsou invariantni podprostory plyne z existence Zs-gradace na C. Jejich

ireducibilita plyne z akce Weylovy grupy na vahach S*, kterou jsme oviem jesté
neprobirali.

4.2.2 Pripad m = 2n + 1.

V tomto piipadé se postupuje obdobné. Zvolme podprostory W, W stejné a
zvolme podprostor U kolmy na W @& W, tedy V=W @ W @ U. Zvolme déle v € U
tak, aby u? = 1. Definujme I = wyw; ... W,w,(1+u), to je pak idempotent (I2 = I)
v algebre C a budeme opét uvazovat prislusny levy ideal

S:=C1I
v C. Pak plati:
Véta.
(1)
S =A"(W)-I.

(2) Proky H; := 1/2 —w;w; generuji Cartanovu podalgebru Lieovy algebry C2.

(8) Viechny vihy S jsou tvaru A = (£1/2,...,+1/2).

(4) Nejoyssi viha S je A = (1/2,...,1/2). Ve skuteénosti, reprezentace S je ire-
ducibilni.

Diikaz.

Diikaz probihé stejné jako v sudém piipadé. Tentokrat vsak S* nejsou invari-
antni podprostory, nebot akce elementu uw; € C? tyto podprostory michid mezi
sebou. Jako v pfedchozim p¥ipadé, ireducibilitu S dokazovat nebudeme (plyne
napft. z toho, Zze véhy tvoir{ jednu orbitu Weylovy grupy).
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4.3 (Anti)-automorfismy Cliffordovych algeber.

Definice.
Hlavni automorfismus o Cliffordovy algebry C = C(V,Q) je definovin poZa-
davkem,
afv) = —v, veW.

Toto zobrazeni se kanonicky rozsiti z V na celé C na sebe (obraz soucinu musi
byt soucin obrazi a koneéné souciny vektori generuji celou Cliffordovu algebru,).
Zrejmé pak plati

afa) = (=1)*a; a € Ck.

Zobrazeni a je tedy involuce (tj. jeho kvadrdt je identita).

Antiautomorfismus algebry je prosté zobrazeni (B algebry na sebe, pro které plati
Blab) = B(b)B(a); a,b € C.

Hlavni antiautomorfismus a — a® je antiautomorfismus C, charakterizovany vz-
tahem v = v; v € V. Pak tedy (a; ...a;)' = (a;)'...(a1)t. Z toho se lehce odvodi,
Ze pro a € C* plati

at = (—1)F*=D/2g. g e CF.

Slozenim hlavniho automorfismu a hlavniho antiautomorfismu dostaneme anti-
automorfismus N charakterisovany vztahem N(v) = —v; v € V. I tento antiauto-
morfismus je involuce a plati pro néj vztah

N(a) = (=1)F+D/2q. ¢ € CF.

4.4 Spinova grupa.

V tomto paragrafu budeme definovat (redlné) spinorové grupy Pin(p,q,R) a
Spin(p, g, R). Nejdiive oznac¢ime symbolem V = RP'9 realny vektorovy prostor di-
menze n = p + g se zvolenou kanonickou kvadratickou formou @ se signaturou
(p,q) (prvnich p kvadrati mé kladné znaménko, ostatni maji znaménko zéporné).
Cliffordova algebra Cp 4 = C(V, Q) je redlné algebra.

Definice. Grupa C;, C C je definovina jako grupa invertibilnich proki v C :
Ce,={acCql3a";ata=aa™! =1}

xT

54 naC je definovana predpisem

Twistovand adjungovand akce Ad grupy C

Ad(a)(b) := a(a)ba™'; acCZ ,beCl.

P.q’

Cliffordova grupa I'y, , je definovdna takto:
Lpgi={acC VvV Ad(a)(v) = a(a)va™t € V}.

Priklad.
Pokud je v € V takovy, ze —[v|> = v® # 0, pak v je invertibilni, tj. v € CZ .
Plati totiz zfejmé
-1 _ v
=B
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Je veelku jednoduché si rozmyslet, jaky méa geometricky smysl zobrazeni Ad(v)

pro v € V invertibilni. Line4rni zobrazeni v € V — Ad(v)(u) = —vuv™! je ve
skutecnosti reflexe vii¢i nadroviné kolmé k vektoru v. Abychom to vidéli, staci si
uvédomit, ze Ad(v)(v) = —wv (tedy vektor v se zobrazi na vektor opa¢ny) a pro

libovolny vektor w kolmy na vektor v plati

Ad(v)(u) = —vuv™' = wwv™ = u,
(nebot uv = —vu).

Piipomenme si, ze takovato reflexe je isometrie (kterd méni orientaci). Klasicky
fakt (ktery nebudeme dokazovat) ¥k, Ze kazdou rotaci 1ze ziskat jako slozeni sudého
kone¢ného poc¢tu reflexi vic¢i vhodnym vektortim. Z téchto nékolika poznamek je
jiz vidét, ze akce Cliffordovy grupy na vektorovém prostoru V' bude tzce souviset
s rotacemi prostoru V.

Definice. Definujme dvé nové grupy takto:
Pin(p, ¢;R) := {a € T gla(a)a = £1},

Spin(p, ¢; R) := {a € T}, ; N Ct|a(a)a = £1} = Pin(p, ¢; R) N C™.

Je lehké si odvodit nésledujici evivalentni definice pro tyto grupy.
Pin(p,¢;R) :={a € C|3j,v; € V,v? =+1,i=1,...,j5; a=v;...v;},

Spin(p, ¢;R) := {a € C|3j,v; € V,vl =+1,i=1,...,2j; a =01 ...v9;}.

Véta. Zobrazeni Ad : Pin, , — V(p, q) je homomorfismus grup, je to zobrazeni, ale
neni prosté. Jadro tohoto homomorfismu je dvouprvkovd mmnoZina {£Id}. Lieovy
algebry vech grup Pin(p, q,R), V(p,q,R), Spin(p, ¢, R) a SO(p, ¢, R) jsou navzdjem
isomorfni (a jsou isomorfni Lieové algebre C?).

Spinorové prostory ST jsou ireducibilni representace grupy Spin(p, q,R), soucet
S = 8T & S~ je ireducibilni representace grupy Pin(p, q, R).

Diikaz. P¥imo z definice se snadno ovéH, e je zobrazeni Ad homomorfismus. Zo-
brazeni je surjektivni, protoze kazda rotace se da napsat jako sloZeni sudého pocétu
reflexi a kazda isometrie jako slozeni kone¢ného poctu reflexi. Je ziejmé, ze iden-
tita Id a —Id jsou v jadie tohoto homomorfismu. Opac¢nd inkluse se odvodi ne
piilis slozitym vypoctem, ktery nebudeme provadét. Spinorové prostory S* jsou
representace sudé ¢astiCt, kterd obsahuje grupu Spin.

5. KLASIFIKACE JEDNODUCHYCH LIOVYCH ALGEBER
5.1 Killingova forma.

Definice. Killingova forma je symetrickd bilinedrni forma na Lieové algebie g defi-
novand predpisem

B(X,Y):=Tr(Z € g — [X,[Y, Z]]) = Tr(Ad(X) 0 Ad(Y)); X,Y € g.

Déa se ukazat, ze pro Lieovy algebra g polojednoduché (tj. je sou¢tem jedno-
duchych Lieovych algeber) pravé kdyz je Killingova forma na g nedegenerovana.
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Naopak, Killingova forma je triviadlni pravé kdyz je prislusnd Lieova algebra resi-
telna.

Priklad. Obecny vektor v Lieové algebte sl(2,C) se d4 jednoznaéné vyjadrit ve
tvaru X = aX, +bH +cX_, kde X_, X, H jsou tradi¢ni bazové vektory. Odtud

2b —2a O 4% + 2ac  —4ab —2q?
adxy ~ | —¢ 0 a (adx)? ~ —2bc 4ac —2ab
0 2 —2b —2¢2 —4bc  4b% + 2ac

a tedy dostédvame B(X,X) = Tr(adX o adX) = 8b + Sac.
Nékdy byva uzitecné védét, Ze je Killingova forma jednoduché Lieovy algebry
invariantni v nasledujicim smyslu: plati

B([X,Y),Z) = B(X,[Y, Z]); VX,Y,Z € g.

Je mozné ukézat, ze invariantni nedegenerovand symetrickd bilinearni forma na
jednoduché Lieové algebie g je jednoznac¢né uréend az na nasobek, kazda takovato
forma je tedy netrividlni nasobek Killingovy formy.

Killingova forma je nedegenerovand, takze mizeme ztotoznit Cartanovu algebru
s jejim dudlem. To nam umozhuje kanonicky definovat nedegenrovany skalarni
soufin i na tomto dudlu. Pfifazeni A € h* — H) € h je jako obvykle definovino
podminkou

MH)=< H),H > VH €,

pak je skalarni soucin na h* definovan pomoci tohoto ztotoznéni takto:
<MN >i=< Hy,Hy >= MNHx); M, N €b*.

Zvolme nyni elementy E, € go, E_o € g—q tak, aby < E,, E_, >= 1. Pak lze
snadno ukézat, Ze [E,, E_o] = H,. Vskutku, pro libovolny koten g plati

B([Ea, E-a]) =< Hg, [Ea, E_o] >=< E_q,[Hp, Eo] >= a(Hpg) = B(Ha).

Tedy pro element H, := #Ha plati
~ 2

Trojice Ey, E_o, Hy jsou kanonické generatory piislusné kopie sl(2,C). VSechny
kofeny jsou zaroveil vahy, tedy pro libovolny kofen 3 musi byt 3(H,) celé ¢slo.

Pro nas z toho plyne klicova informace, Ze pro libovolné dva koreny «, 3 je ¢islo
< %a,ﬁ >= f(H,) celé. Prvek %a se ¢asto oznacuje symbolem aV.

5.2 Klasifikace jednoduchych Liovych algeber, Dynkinovy diagramy.
Ozna¢me jednoduché koreny jako v predchozich kapitolach o, ..., as,. Cartanova

¢isla definujeme takto:

<ai ) aj>

a’ij = 2
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Matice A = (a;;)};—; se nazyva Cartanova matice. Jeji koeficienty jsou, jak bylo
ukédzano vyse, celd ¢isla.
Necht 6;; je hel, ktery sviraji vektory «; a «;. Pak zfejmé

(s, aj)-{aj, )

=4 cos® 0;;.
(v, o) (s ) !

aij'aji =4

Zavedeme oznaceni n;; = a;;-a;; a vidime, ze n;; mize nabyvat hodnot mezi 0 a

4. Kdyby vSak pro rtiznd i a j bylo n;; = 4, pak 6;; = 0, coz neni mozné, protoze
by a; a a; byly zavislé. Navic vime, Ze a;; jsou celd ¢isla, proto n;; € {0,1,2,3}.

Definice. Pro kaZdy kotenovy systém A definujeme jeho Dynkinidv diagram jako
graf s m vrcholy o, ..., an a hranami mezi a; a a; s ndsobnosti n;;. U vicendsob-
nych hran pridame navic orientaci hrany Sipkou, kterd povede od vétsiho korene k
mensima.

Piiklad.

Mame dva jednoduché koreny e; — es a ey — e3. Dostavame Cartanova Cisla
ajs = —1, as; = —1, tedy ni2 = no; = 1. Dostavame tak Dynkintv diagram
algebry sl(2,C):

.
Dynkintv diagram je souvisly pravé tehdy, kdyz algebra g je jednoduché.

Véta (Klasifikace jednoduchych komplexnich Lieovych algeber).

Dynkinovy diagramy jednoduchiych komplexnich Lieovych algeber jsou tvoreny
Ctyrmi sériemi (které odpovidaji klasickym Lieoviim algebram, pocet kofeni v dia-
gramu je n) a péti vyjimecnymi piipady:

A, o ---o—e, n>1
B, —=o  ..o—e=», n>2
Ch o ---o—e=», n>3

F4Z —e—=9o—0
GQZ —e

Dtikaz této véty by byl delsi. Postup by byl nasledujici. Nejdiive je mozné
popsat zakladni vlastnosti korenovych systémt jednoduchych komplexnich Lieovych
algeber a pouzit jako inspiraci pro definici (abstraktnich) kofenovych systémui v
daném Eukleidovském prostoru. Jeden z hlavnich axiomi fikd, ze pro vSechny
prvky «, 8 daného kofenového systému plati < ¥, >€ Z. Pro dany abstraktni
korenovy systém lze definovat Dynkiniv diagram stejné jako jsme to udélali pro
korenové systémy Liovych algeber.
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Neni prilis slozité ukézat, ze seznam moznych Dynkinovych diagramt (abstrakt-
nich) kofenovych systému je ddn seznamem v piedchozi vété. Pak je ale tieba také
ovéfit, ze libovolny Dynkindv diagram (modulo isomorfismus orientovanych grafii)
urc¢uje jednoznacéné piislusny korenovy systém (az na isomorfismus kofenovych sys-
tému) a pak i celou Lieovu algebru (aZ na isomorfismus Lieovych algeber). Navic
je tfeba zkonstruovat Lieovy algebry pro 5 vyjimec¢nych Dynkonovych diagrami.
Poznamenejme, ze napt. Lieova algebra odpovidajici Dynkinovu diagramu G2 je
podalgebrou Lieovy algebry sl(7,C) a ze se d4 realizovat jako jistd maticova alge-
bra. Zkuste si v roviné nakreslit, jak musi vypadat kofenovy diagram (tj. mnoZina
v8ech kofent) pro Gs.

5.3 Casimiruv operator.

Predpoklddejme, ze (7, V) je ireducibilni reprezentace Lieovy algebry g. Schurovo
lema ndm iiké, ze kazdy prvek L € End(g), ktery komutuje se v8emi operatory
m(X); X € g, je skalarni nasobek identity. Jisty vyznaény operator s touto vlast-
nosti se da pro danou reprezentaci definovat takto.

Definice. Necht H,,...H, je libovolnd base §, zvolme libovolné nenulovd prvku
E, € go. Pak mnoZina {Hy,...Hy,} U{Ey}aca je baze g. Necht {Hy,...H,} U
{E_a}aen je dudlni baze (vici Killingové skaldrnimu soucinu) k této bazi.

Pak definujeme Casimiriv operdtor C, = C reprezentace (m, V') pomoci vzorce

n

CﬂZZﬂ'( Z Yom(E_q

i=1 a€eA

Tento operdtor komutuje se vsemi operdtory dané reprezentace a je tedy ndsobkem
identity. Je-li (w, V') ireducibilni reprezentace s nejuyssi vahou A, pak se dd ukdzat,
Ze prislusné cislo je ddno vztahem

= A+ |67 =< A +26,) >,

kde < .,.> je Killing;v skaldrni soucin a vaha § je definovana pomoci vzorce

5_1/2204—2%

a€eA

kde wy, ... ,wy jsou fundamentdlni vahy pTislusné Lieovy algebry.

Pro pripad algebry sl(2,C) je reprezentace iplné uréena hodnotou tohoto Casi-
mirova operdtoru (spocitejte si, Cemu se rovnd tato hodnota pro reprezentaci, kterd
ma dimenzi rovnou n + 1). Pro vyssi rank algebry existuje vice Casimirovijch op-
erdtori (vyssich Tddi, ne jiZ kvadratickijch), jejich hodnoty pak urcuji reprezentaci
i v obecném pripadé.



