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1. Uvop
1.1. Eukleidovsky prostor.

Definice 1.1. n-rozmérny eukleidovsky prostor je ¢tvefice (E,, Vy,-,+), kde E,
je neprazdnd mnozina (mnoZina bodd prostoru), V,, je vektorovy prostor dimenze
n nad R se skalarnim sou¢inem - a + je zobrazeni E, x V,, do E, s vlastnostmi

1) a+ (u+v)=(a+u)+v,ac€ E,, uv eV,

(2) ato=a,ac€E,,

(3) pro kazdou dvojici bodd a,b € E, existuje pravé jeden vektor u € V,
takovy, ze a + u = b. V tom pripadé znacime u = b — a.

Budeme pracovat se standardnim modelem FE, = V,, = R", s eukleidovskym
skalarnim sou¢inem
n
u-v= Z u'v’
i=1

a s indukovanou normou ||u|| = /u - u, kterd uréuje vzdalenost bodt v eukleidov-
ském prostoru

d(a,b) = [|b —al|.
Shodnost.
Definice 1.2. Zobrazeni S : R™ — R" je shodnost (izometrie), jestlize
15(y) = S@)Il = lly —=l, x,yeR™

Véta 1.1. Zobrazeni S : R™ — R"™ je shodnost prdvé tehdy, kdyz

(1) S je afinni (tzn. S(x) = Az + b, kde A je matice typun xn a b € R,
(2) A je unitdrni (ATA=1).

Pozndmky k dikazu. Je snadné ovéfit, Ze zobrazeni s vlastnostmi (1) a (2) je shod-

nosti. Obracené, je-1i S shodnost, 1ze snadno ukézat, Ze zobrazuje pfimky na primky

a zachovava délici pomér na pfimkach. Z toho uz pak snadno lze vyvodit, ze zobra-

zeni So(z) := S(z) — S(o) je linedrni, a zbyva dokazat jeho ortogonalitu. Vétu v du-

kazem lze nalézt v textu k prednasce Linearni algebra a geometrie II kolegi L. Barto

aJ. Tamy, vizhttp://msekce.karlin.mff.cuni.cz/“barto/linalgl213/skripta_la3.pdf.
O

Shodnost S je primd (nepfimd), jestlize det A =1 (det A = —1).
1
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1.2. Vektorovy souéin v R3. Bud {ey,...,e3} kanonickd baze R? (tedy (e;)’ =
di;). Orientovany objem vektord us,...,us € Rs je ¢islo

det(ul, . ,’U,g) = det(ei . uj)?,j:l'

Orientovany objem je linearni v kazdé slozce, antisymetricky a plati
3
|det(u1, .. .,U3)| = )\3 ({ Ztiui :0<t; < 1}), U1, U2, U3 € R3.
1

Definice 1.3. Vektorovy soucin u x v € R3 vektort u, v € R3? je definovan vztahem
(u x v)-w = det(u,v,w), w e R
Véta 1.2 (Vlastnosti vektorového soucinu). Pro libovolné dva vektory u,v € R3
platt
(1) zobrazent (u,v) — u X v je bilinedrni,
(2) uxv=0 <= u,v jsou linedrné zdvisle,
3) (uxv)-u=(uxv)-v=0,
(4) fluxovl| = N({su+tv: 0<s,t<1}).
Cviceni:
(1) Pro u,v,z,y € R? je

(uxwv)-(xxy)= u-y vy

tedy specialné

u-u UuU-v

luxoll =4/ .0 oo

(2) Prou = (ut,u?,u®)T, v = (v!,v%,v3)T € R3 je

UXU:(

1.3. Diferencidl zobrazeni. Bud F' zobrazeni z oteviené mnoziny G C R™ do R".
Rekneme, 7e F je diferencovatelné, je-li tiidy C> na G, tj. ma-li spojité parcialni
derivace vSech ¥add na G. Diferencidl F' v bodé x € G je linedrni zobrazeni

dF, : R™ — R"

u? v?

ud 3

) 3 3

urcené podminkou

[F(z + &) = F(x) — dF2(&)| = ol€]), lI€]l — 0.
OF

Hodnota dF;(§) se téz nazyva derivaci ve sméru { a specidlné dF;,(e;) = 537 () je
parcialni derivace F' podle z*. Linearni zobrazeni dF, je ur¢eno svou matici

OF\™"
07 )iy o1
Je-li F: R — R", zna¢ime F'(t) = dF;(1).

Diferenciél druhého ¥adu d?F chapeme jako (obyéejny) diferencial zobrazeni

dF : G — L(R™,R"),
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tedy d?F, = d(dF), je linedrni zobrazeni z R™ do L(R™, R"), neboli (ekvivalentng)
bilinedrni zobrazeni z R™ x R™ do R™. Toto zobrazeni je symetrické (zdménnost
smiSenych derivaci) a specidlné plati d>F (e;, e;) = %(w).
Véta 1.3 (Diferencial slozeného zobrazeni). Jsou-li G : U — R" a F : V — U
diferencovatelné, U C R™, V C RF oteviené, pak pro x € V plati
d(G ] F)m = dGF(z) ] dFI.
Jsou-li F,G dvakrdt diferencovatelnée, pak
d*(G o F)y(u,v) = d*G p(p) (dFy (u), dF, (v)) + dG ppy (A Fy (u, v)).

Cviceni:

(1) Pro afinni zobrazeni S : x +— Az + b je dF; = A pro vSechna z.
2) F:(ry)ma-y=—dFey(En)=z-n+&-y
) F(z) = [lz] = dF:(§) = 155
(4) F:(@y) = axy=dFg,(n)=axn+{xy
(5) B :R"™ x R™ — R bilinearni forma, Q(z) = B(z,z) pfislusna kvadratickd

forma, pak dQ.(¢) = B(z,§) + B(§, z).

2. KRIVKY
2.1. Zakladni pojmy.

Definice 2.1. Bud I C R interval. Diferencovatelné zobrazeni (t¥idy C*°) ¢: I —
R™ se nazyva parametrizovand kfivka v R™. Mnozina < ¢ >:= ¢(I) C R™ se nazyva
obraz krivky.

Pozn.: Je-li I uzavieny nebo polouzavieny interval, rozumime diferencovatelnym
zobrazenim na I restrikci na I diferencovatelného zobrazeni definovaného na néja-
kém otevieném intervalu obsahujicim I.

Piiklad: c(t) = (t,t)T je parametrizace piimky, c(t) = (cost,sint
jednotkové kruznice v R? (I = R).

Pozn.: Obraz kiivky nemusi mit teénu v kazdém svém bodé, viz napf. c(t) =
t3,t)T t e R.

)T parametrizace

Definice 2.2. Parametrizovand kiivka ¢ : I — R™ je reguldrni, jestlize ¢/(t) # 0
pro kazdé t € I. Vektor
/
t

T el

nazyvédme (jednotkovym) tecnym vektorem k¥ivky v bodé t.

Pozn.: Zobrazeni ¢ nemusi byt prosté, bod = € ¢(I) obrazu kifivky tedy nemusi mit
jednoznaéné uréenou teénu (pi. - c(t) = (£ — 4t, 12 — 4)T). Je-li ¢ prosté, fikdme,
7e parametrizovana kf¥ivka je jednoduché.

Piiklad: Zobrazeni c(t) = (t,t)T (t > 0) a &(t) = (¢!, e")T (¢t € R) maji stejny obraz,
tedy ‘parametrizuji tutéz kiivku’.

Definice 2.3. Je-li ¢ : I — R" regularni parametrizovana kiivka a ¢ : I -1
difeomorfismus intervalu I na I, jec=co¢: I >R regularni parametrizovana
krivka se stejnym obrazem jako c. Difeomorfismus ¢ pak nazyvame zménou para-
metru kiivky c. Je-li navic ¢’ > 0 na I, nazveme ¢ zménou parametru zachovdvagict
orientaci.
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Pozn.: Krivku v R™ lze definovat jako tiidu ekvivalence ma mnzin€ vSech regularnich
parametrizovanych k¥ivek modulo ekvivalence ‘zména parametru’.

Véta 2.1. Bud G C R"™ oteviend a F : G — R" ! diferencovatelné. Oznacme
I'={z€G:F(z) =0} abud xg €T takovy, %e zobrazeni dF,, je na R"~1. Pak
existuje okoli U bodu xg v R™, otevreny interval I C R a reguldrni parametrizovand
krivka ¢ : I — R"™ takovd, Ze ¢(I) =T NU.

Diikaz. Protoze dFy, je na, je po eventualnim piecislovani proménnych determi-

h n—1
nant matice (%(wo)) ~ rizny od nuly. Podle véty o implicitnich funkcich tedy

1,
existuje otevieny interval I obsahujici zf, okoli V bodu (3, ..., 25~ ") a diferenco-
vatelné zobrazeni g : I — V takové, ze g(z§) = (z},..., 257 ") a F(g(zn), zn) =0
na I. Zobrazeni ¢ : x, — (g(zn),x,) je pak hledanou regularni parametrizovanou
kiivkou. (]

2.2. Délka krivky.

Definice 2.4. Délka parametrizované krivky ¢ : I — R"™ je definovdna jako
L(c) = sup {Z le(t:) —clti—)|| :meNtg <t1 < -+ <t € I} .
i=1

Véta 2.2. Pro parametrizovanou krivku c plati

L(e) = / 1 ()]l de.

Diikaz. Prednaska Matematicka analyza 3. O

Definice 2.5. K¥ivka c: I — R" je parametrizovana obloukem, jestlize ||¢/(s)|| =1
pro vcechna s € I.

Pozn.: V geometrii se obvykle parametr oblouku znac¢i symbolem s. Nékdy se téz

vz v s de ., ./ . . v de ., __.
pouziva znaceni S5c =: ¢/(s) pro derivaci podle parametru oblouku, kdezto £fc =:

¢(t) pro derivaci podle obecného parametru.

Véta 2.3. Ke kazdé reguldrni parametrizované krivce ¢ : I — R" existuje zména
parametru ¢ : I — I zachovdvajict orientaci a takovd, Ze ¢ = co ¢ je parametrizace
obloukem.

Diikaz. Zvolme ty € I a polozme

t

Lt) = I(P)|ldr, tel

to
(délka k¥ivky c | (to,t)) a oznadme I= £(I) obraz intervalu I (f je opét interval).
Funkce ¢ : I — I je rostouci a £/(t) = ||/ (t)||, t € I. Polozme ¢ = =1, pak ¢/(s) =
[¢/(¢(s)) 7, a tedy parametrizace ¢ = c o ¢ splije [|&(s)]| = ||/(¢(s))¢ (s)|| =
1. O

Ptiklad: Reguldrni parametrizovana kiivka c(t) = (rcost,rsint)”, t € (0,27) méa
parametrizaci obloukem &(s) = (rcos £,7sin £)7, s € (0, 27r).
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2.3. Krivost.

Definice 2.6. Bud ¢ : I — R™ regularni parametrizovand kiivka. Jeji kfivost v
bodé t € I je definovana vztahem
t'(t
o~ IEOI

@l

Body t nulovou kiivosti nazyvame inflexnimi body kiivky.

Pozn.: Pro kiivku ¢ parametrizovanou obloukem ziejmé plati
k(s) = t'(s)l = " (), s €.

Véta 2.4. Pro reguldrni parametrizovanou kvivku ¢ : I — R3 plati

) x )|
"0 ="eoF

Dikaz. Protoze t = /|||, plati

t/< o >/ ||C/H20”—(CI-C”)CI

Elva le?

tel.

Dale plati

12" = (@ e = NIl = 112 - )
e o
= HC/HQdet <cl Sl C”)
= l<IPlle" = <",

kde jsme vyuzili vzorce pro normu vektorového souc¢inu z kapitoly 1.2. Dokazovany
vztah pak plyne z definice k = [t'||/||/]]. O

2.4. Frenettiv repér kiivky v R3.

Definice 2.7. Bud ¢ : I — R? regularni parametrizované kiivka. V neinflexnim
bodé t € I definujeme:

(t@) = d@®/l

c( @®)|l te¢ny vektor)
= @)/t

n(t) t)]| norméalovy vektor
b(t) = t(¢t) xn(t) binormalovy vektor
7(t) = n'(t)-b(t)/||d ()] torze

c(t) + Lin{t(¢),n(t)} oskulaéni rovina
(t) + Lin{t(t),b(¢t)} rektifika¢ni rovina
¢(t) + Lin{n(¢),b(¢t)} normaélova rovina

c

Vé&ta 2.5 (Frenetovy rovnosti). Pro reguldrni parametrizovanou kiivku c : I — R3
a kazdy jeji neinflexni bod plati:

(i) E(t) := {t(t),n(t),b(t)} je ortonormdini bdze R3.

(i) ¢'(t) = [<@))x@)n(t), n'(t) = [¢@)(=r(E)t(E) + T()b(t) a b'(t) =

—ll®)||7(#)n(t), v maticovém zdpisu
[ (®)]|7(#)n(?), 7

n|=|dl-~ 0 7
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Diikaz. (1). Zfejmé ||t(¢)|| = 1. Déle derivovanim vztahu t(¢) - t(¢) = 1 dostaneme
2t(t)-t'(t) = 0, tedy n(t) L t(¢) a z definice téz ||n(¢)|| = 1. Z vlastnosti vektorového
soudinu pak plyne, Ze b(t) je kolmy na t(¢) i n(¢) a ma rovnéz jednotkovou velikost.

(ii). Prvni vztah plyne pfimo z definic n(¢) a x(t). Vyjddieme déle vektor n’ v
soufadnicich viéi bazi {t,n,b}:

n'=(n-t)t+ (n -n)n+ (n" b)b.

Derivovanim vztahu t - n = 0 dostaneme n’ -t = —t’ - n, coz je rovno —||’||x dle
prvoi rovnosti. Déle opét z n-n = 1 plyne n’ - n = 0. Koneéné n’ - b = ||d'||7

z definice torze, ¢imZ dostavame druhou rovnost. VyuZitim obou jiz dokazanych
vztahti dalé dostaneme pro b=t x n

b’ = t'xn+txn
= ||| (kn x n+t x (—kt + Tn))
Il (¢ x b) = =[|¢'||rn
(rovnost t x b = —n se snadno ové¥ z definice vektorového soudinu), coz dava tieti
Frenetovu rovnost. (]

Poznamka 2.6. Z definice je zfejmé, Ze je-li ¢ : I — R? regularni parametrizovana
kiivka zachovavajici orientaci a ¢ : J — [ zména parametru, pak tecna, hlavni
normaéla a binorméla reparametrizované kiivky ¢ = co ¢ spliiuji v neinflexnim bodé
seJ

t(s) = t(¢(s)), n(s) =n(e(s)), b(s) =b(e(s)),
tedy vektory Frenetova repéru nezéavisi na parametrizaci kiivky. Derivovanim pak
dostaneme

t'(s) = t'(6(5))¢/ (s), 2'(s) = 1'(6(5))¢'(5), B'(s) = b'((s))¢ (s),

a protoze také & (s) = ¢/ (¢(s))¢’'(s) a ¢'(s) > 0 pro zménu parametru zachovavajici
orientaci, dostaneme

i(s) = K(@(s)) a 7(s) = 7(4(s)),
tedy ani kfivost a torze nezaviseji na parametrizaci kiivky zachovavajici orientaci.
Neni tézké ovérit, ze pfi zméné orientace kiivky vektory t a b a torze 7 méni
znaménko, vektor n a kfivost x se neméni.

Véta 2.7. Pro libovolnou requldrni parametrizovanou kiivku ¢ : I — R3 plati

B c(t) x '(t)
O =T =]

_det(c/(t),c"(t), " (t))

=g <eme 0 <F

Diikaz. Prvni rovnost plyne z toho, Ze vektory ¢/, ¢’ urcuji stejny podprostor jako
t,n a baze {¢/,c’} a {t,n} jsou shodné orientovany. Pro ovéfeni druhé rovnosti
vyjadfeme

n—

t/ ( C/ >/ 1 B C//”C/HQ_C/(C/_C//) ||C/||2

Il \lel/ lels '] [/ x|
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(pouzili jsme definici kiivosti a vzorec z Véty 2.4). Derivovanim uvedené rovnosti
dostaneme vztah

ﬂ /1

l[e" x|

pro néjaké (skaldrni) funkce «, 3. Z definice torze a vlastnosti vektorového soucinu
pak dostaneme

n’zac’—i—ﬁc”—i—

nxb 1 I, ¢ xc”  det(c,c”, ")

I el e < e™ e el — e x ]2

Véta 2.8. Pro reguldrni parametrizovanou kiivku ¢ : I — R3 plati
T(t) =0,t € I < krivka leZl v roviné.

Diikaz. Je snadné ukazat, ze rovinna kiivka méa nulovou torzi. Pfedpokladejme tedy
naopak, ze 7 = 0. Z Frenetovych vzorct je pak b(t) = b je konstantni na I. Zvolme
to € I a polozme

g(t) = (c(t) = clto)) - b, tel.

"H) = () - b = t(t) ‘b _
g0 =) =1

tedy funkce g je konstatntni na I. Protoze vSak g(tp) = 0, je g = 0 a k¥ivka lezi v
roviné {x : (z — c(tp)) - b =0}. O

Plati

0,

Véta 2.9. Budte c,é: I — R? dvé krivky parametrizované obloukem takové, Ze
jejich funkce krivosti a torze splyvaji, tedy k = k a T = 7 na I. Pak ezistuje
shodnost S : R® — R? takovd, %e ¢ = S o c.

Diikaz. Zvolme so € I. Existuje pravé jedna shodnost S : x +— Ax + zo na R3
splnujici

c(s0) + o = &(s0), At(s0) = t(s0), An(sg) = n(s0), Ab(s0) = b(s0),
kde {t,n, b} je Frenetiiv repér kiivky c a {t,n, b} Frenetiiv repér kiivky é. (Protoze
oba Frenetovy repéry jsou kladné orientovany, je S pfimé shodnost, neboli det A =

1).

Obé kiivky jsou parametrizovany obloukem, proto Frenetovy rovnice maji tvar

t 0 K 0 t
n|=(-x 0 7 n
b’ 0O -7 0 b
a — —
t/ 0 k 0 t
n|l=(-x« 0 7 n
b’ 0 -7 0/ \b

Aplikujeme-li na prvni z uvedenych soustav rovnic linedrni transformaci A, dosta-

At 0 K 0 At
An' | =|-x 0 T An
Ab’ 0O -7 0 Ab

Z poslednich dvou soustav rovnic je ziejmé, Ze trojice vektorovych funkei (t,n, b) a
(At, An, Ab) vyhovuji stejné soustavé linedrnich diferencidlnich rovnic na intervalu
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1, a navic se vzhledem k volbé A shoduji v bodé sg € I. Podle véty o jednoznacénosti
feSeni soustav linearnich diferencidlnich rovnic tedy musi platit

t=At, n=An ab=Abnal.

Specidlné méame ¢ = Ac/, tudiz

S(e(s) = S(e(sa)) = [ i = [ e = e(s) — e,

S0 S0

z ¢ehoz plyne S(c(s)) = e(s), s € I. O

Véta 2.10. Budte k,7 : I — R dvé diferencovatelné funkce na intervalu I, a necht
navic k > 0 na I. Pak existuje kiivka ¢ : I — R® parametrizovand obloukem a
takovd, Ze jeji krivost je k a torze T.

Diikaz. Frenetovy rovnice (viz dikaz Véty 2.9) uddvaji soustavu linernich diferen-
cidlnich rovnic pro trojici vektorovych funkei (t(s), n(s), b(s)), s € I. (Vyjadiime-li
si vektory po soutfadnicich, dostaneme soustavu deviti rovnic pro devét readlnych
funkeci; matici soustavy je pak tfeba chapat tak, ze symboly x a 7 reprezentuji ma-
tice k13, 713, kde I3 je jednotkova matice v R3.) Pfedepiseme-li po¢ateéni podminky
ve vybraném bodé sg € I napiiklad jako

t(so) = e1, n(sg) = ez, b(sg) =e3

(s vektory kanonické baze e1, es, e3), z teorie linedrnich diferencidlnich rovnic vime,
7e soustava méa FeSeni na intervalu I. Uk4dZeme nejprve, Zze vektory t(s),n(s), b(s)
tvofi ortonormalni bazi R? pro kazdé s € I. Sestice realnych funkci

(hl,hz,hg,h4,h5,h6):(t~t,n-n,b~b,t-n,t~b,n-b)

splniuje podle Frenetovych rovnic diferencialni rovnice

Ry = 2khy,

hly, = —2khyg+ The,

hy = —2Ths,

hﬁx = —rhy + kho + Ths,
h/5 = —Thy + khg,

hg = —Thy+ Ths — Khs.

Konstantni Sestice funkei (1,1,1,0,0,0) vyhovuje této soustavé a splituje pocatecni
podminku v bodé sg. Z véty o jednoznacnosti feseni soustav linearnich diferenci-
alnich rovnic je to jediné FeSeni, a tedy vektory t(s),n(s),b(s) tvoii ortonormalni
bazi R3 pro kazdé s € I.

Polozme dale

c(so) =0, c(s):= /S t(t)dt, sel.

Ziejmé plati ¢/(s) = t(s), ¢ je tedy kiivka parametrizovand obloukem a t je jeji
teny vektor. Z prvni Frenetovy rovnice mame ||t’|| = k||n| = &, tedy & je k¥ivosti
ktivky c¢. RovnéZz z prvni Frenetovy rovnice pak plyne n = t'/k, tedy n je vektor
hlavni normély kiivky c. Vektor b pak nutné musi byt binormélovym vektorem a
T je torze kiivky ¢, z druhé (nebo tieti) Frenetovy rovnice. ([l
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2.5. K¥ivky v roviné. Na parametrizovanou kiivku ¢ : I — R? miizeme nahli-
zet jako na kfivku v prostoru, doplnime-li tfeti soufadnici nulou. V neinflexnich
bodech lze definovat vektory teény a (hlavni) normély jako v Definici 2.7, vek-
tor binormdly bude identicky roven (az na znaménko) tfetimu vektoru kanonické
béaze e3. Béze {t(t), n(t)} mize byt kladné nebo zadporné orientovana vici kanonické
béazi; ozna¢me o(t) := sgn det(t(t), n(t)). Protoze vektor hlavni normdaly dostaneme
oto¢enim vektoru teény o +7/2, v soufadnicich plati

(n'(1),n*(t)) = o()(—t*(1), t(1)).

Definice 2.8. Pro reguldrni parametrizovanou kvivku ¢ : I — R? definujeme zna-
ménkovou krivost v bodé t vztahem

ko (t) :=o(t)k(t), tel.
Tvrzeni 2.11. Pro reguldrni parametrizovanou kiivku c : I — R? plati
_det(c(t),c"(t))
o emlr

Diikaz. Vztah plyne z definice k, a ze vzorce pro k(t) ve vété 2.4, nebot ziejmé
plati

K (t) tel.

det(c'(t), " (t)) = o (t)[|c'(t) x " (#)]|
(chdpeme-li vektory na pravé strané jako vnotrené do R?). O
Pozn.: Z¥ejmé plati ., = sgn (det(t, n))k, tedy |x.| = k.
Véta 2.12. Bud c: I — R? kfivka parametrizovand obloukem. Pak existuje dife-
rencovatelnd funkce 0 : I — R splnugjici
cosf(s) = t'(s),
sinf(s) = t*(s), sel.

Funkce 0 neni urcena jednoznacné, ale rozdily 0(t2) — 0(t1) nezdvisi na volbé 6.
Navic plati

Dikaz. Funkce 6 je spojitou verzi argumentu funkce T'(¢) (chdpeme-li ji jako kom-
plexni funkci) a jeji existence a diferencovatelnost je zndma z komplexni analyzy.
Zderivovanim prvni rovnice a dosazenim z druhé dostaneme

—0'(5)t%(s) = K(s)n'(s).

Protoze n!(s) = —o(s)t2(s) (viz vyse), dostavame

0 ()t%(s) = (s)a(s)t?(s) = r=(s)t(s),
a je-li t2(s) # 0, zkrdcenim dostaneme pozadovany vztah. Je-li t2(s) = 0, po-
stupujeme analogicky derivovanim druhé z rovnosti ve znéni véty (aspoi jedna ze
soufadnic t(s) musi byt nenulovd). O

Definice 2.9. Je-li ¢ neinflexnim bodem kiivky ¢ v R?, nazyvame ¢islo p(t) = %
polomérem kiivosti a kruznici se stiedem p(t) = c(t) + p(t)n(t) a polomérem p(t)
oskulacni kruznici k¥ivky ¢ v bodé t.
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Pozn.: Kfivka ¢ a jeji oskula¢ni kruznice maji v bodé ¢(t) ‘dotyk druhého Fadu’, tj.
maji v tomto bodé spolecnou tecnu i kiivost.
Véta 2.13. Bud c: I — R? reguldrni parametrizovand krivka. Pak plati:

(1) s(t) =0, t €1, pravé kdyz c(I) je &dst primky,

(2) K(t) =Kk #0, t €I, prave kdyz c(I) je ¢dst kruznice o poloméru k1.
Dikaz. Bez 1jmy na obecnosti predpokladejme, Ze k¥ivka je parametrizovana ob-
loukem. V obou tvrzenich jsou implikace <= ziejmé, dokdzeme —>.

(1). Je-li kK = 0, z Frenetovych vzorci dostaneme 0 = t' = ¢, tedy ¢(s) = as+b.
(2). Bud k(s) = k konstantni. Polozime p(s) = ¢(s) + k~n(s); plati p/(s) =
t(s) + k~'n’(s) a opét z Frenetovych vzorcti mame p'(s) = 0, tedy p(s) = p a
lle(s) = pll = [k|~*. 0

Definice 2.10. Bud ¢ : I — R? regularni parametrizovana kiivka s nenulovou
kiivosti. Parametrizovana kiivka

it c(t)+pt)n(t), tel,

se nazyva evolutou krivky c. Ptivodni kiivka ¢ se naopak nazyva evolventou krivky

C.

Pozn.: Evoluta je tvofena stfedy oskulacnich kruznic dané krivky. Evoluta nemusi
byt regularni parametrizovand kiivka (napf. evoluta kruznice je tvofena jen jednim

bodem).

Tvrzeni 2.14. Necht je krivka c : I — R? parametrizovand obloukem, so € I, a
necht je kiivost k(s) kitvky ¢ nenulovd na I. Pak parametrizovand kiivka

c:s—c(s)— (s—s0)(s), se€T\{so},
je jeji evolventou.

Dikaz. Derivovanim a uzitim Frenetovych vzorcti spo¢teme
d(s) = —(s—so)r(s)n(s),
&"(s) = (s—s0)k(s)t(s) = (r(s) + (s — s0)'(s))n(s)

(t,n, x znadi po fadé teénu, normélu a kiivost k¥ivky c). Te¢na, norméla a kiivost
krivky ¢ splnuji:

t(s) = —sgn(s—so)n(s),
n(s) = sgn(s— so)t(s),
R(s) = |s—so| h

Evoluta kiivky ¢ mé tedy parametrizaci

pls) = &(s) + R(s)"'h(s) = c(s),

¢imz je tvrzeni dokazano. (|

2.6. Globalni teorie rovinnych krivek.
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2.6.1. Rotacni index.

Definice 2.11. Parametrizovana kfivka c : [a,b] — R? je uzaviend, jestlize c(a) =
c(b) a ¢ (a) = c(b) pro viechna i € N. Uzaviena kiivka je jednoduchd, je-li c
prosté na [a, b).

Bud 6 : [a,b] — R ahlové zobrazeni z Véty 2.12.

Definice 2.12. Bud ¢ : [a,b] — R? uzavien4 kiivka parametrizovan obloukem.

Cislo
6(b) — 0(a)

Ne =
21

se nazyva rotacni index kiivky c.

Lemma 2.15. Rotacni indez je celé cislo a plati

1 b
Ne = % . HZ(S) ds.
Diikaz. 7 definice uzaviené k¥ivky mame t(a) = t(b), tedy 0(b) — 6(a) je celym
nasobkem 27. Posledni rovnost plyne z vlastnosti 8'(s) = k,(s) (Véta 2.12). O

Nésledujici dvé véty jsou sice intuitivné ziejmé, jejich formalni dikaz vSak neni
trivialni.
Véta 2.16 (Jordanova). Je-li ¢ jednoduchd uzaviend reguldrni parametrizovand
krivka, pak existuji oteviené souvislé mnoZiny Int ¢ (vnitiek c), Extc (vnéjsek c)
takové, Ze Int c je omezend, Ext c neomezend a

R? =IntcU (c) UExtc
je disjunktni rozklad.

Rekneme, Ze jednoduché uzaviena kiivka c : [a,b] — R? je kladné orientovand,
jestlize pro kazdé t, c(t) + eo(t)n(t) € Intc pro dostatené mald . V opaéném
pfipadé je k¥ivka zdporné orientovand. (Pfi obvyklé orientaci roviny to znamena,
e pii pribéhu k¥ivky lezi vnit¥ek oblasti “po levé ruce”.)

Véta 2.17 (Umlaufsatz). Je-li ¢ jednoduchd uzaviend reguldrni parametrizovand
krivka s kladnou (zdpornou) orientact, pak n. =1 (n. = —1).

Lemma 2.18. Budc = (z,v) : [a,b] — R? jednoduchd uzaviend kladné orientovand
krivka. Pak plosny obsah oblasti Int ¢ je roven

A= —/ y(t)z' (t)dt = / x(t)y' (t)dt = %/ (xy’ — 2'y)dt.

Pozn. : Jedné se o velmi specialni pfipad Greenovy véty pro rovinné kiivky.

Cdstecnyj ditkaz: Ziejmé stadi dokézat prvni rovnost, nebof druh4 plyne z prvni
pouZitim integrace per partes a tieti je pfimym dusledkem prvnich dvou. Omezime
se na pripad konvexni uzaviené jednoduché kiivky c, tj. takové, ze Int ¢ je konvexni
podmnozina R2. Kolm4 projekce Int ¢ na osu x je interval [z1, 22] a prinikem obrazu
kiivky ¢ s ‘opérnymi pfimkami’ z = z1,2 = w2 jsou po fadé linedrni segmenty
(eventuelné degenerované do jednoho bodu) [¢(t1), c(t2)], [c(t3), c(t4)]. Bez Gjmy na
obecnosti mizeme predpoklddat, ze t4 = a. Obrazy ¢asti kiivky ¢ | [a,t1] a ¢ | [t2, t3]



12 JAN RATAJ

jsou pak grafy funkci proménné z, které oznacime po fadé fi, fo. Plosny obsah A

je pak roven
A= [“n@e— [ pte

a po provedeni substituce z = z(t) dostaneme

t1 t3 b
A= [Cuwa - [yt =- [ yoo o

ta
nebot 2/(t) = 0 podél segmentt rovnobé&Zznych s osou y. Tim je zddand rovnost
dokéazana. ]

Véta 2.19 (Isoperimetrickd nerovnost). Bud c : [a,b] — R? jednoduchd uzavrend
requldrni parametrizovand krivka délky L a bud A plosni obsah vnitrku Int c. Pak

— 47 A >0,
pritom rovnost nastane, pravé kdyz cla,b] je kruznice.

Diikaz. Nerovnost ziejme staci ukazat pro konvexni uzavienou jednoduchou kfivku,
nebot konvexni obal nekonvexni oblasti ma vzdy vétsi plochu a mensi délku obvodu.
Méjme tedy konvexni uzavienou jednoduchou kfivku parametrizovanou obloukem
c(s) = (z(s),y(s)), s € [0, L], umisténou tak, Ze jeji kolma projekce na osu z je

[—r,r] a 2(0) =7, 2(s1) = —r. Dale ozna¢me
oy T2 — z(5)2, s € [0, s1],
y(s) = { —/r2 = x(s)2, s € [s1,L].

(2(s),7(s)) je parametrizace kruznice se stfedem v poc¢atku a polomérem r. Podle
predchoziho Lemmatu mame

L L
A= / xy'ds, wr?= —/ yx' ds,
0 0

L
A4 mr? = / (xy — yx')ds.
0

Podle Schwartzovy nerovnosti

/
vy — g2’ = ( e ) : ( Y ) V@2 + )% +y?) = Va2 + g2 =,

Yy €T

tudiz

mame tedy odhad
A+7mr2 < Lr.

Podle zndmé nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem je
1
VAV < = (A—|—7T7’)§§LT,

a tedy 4w Ar? < L%r?, ¢&im7 je nerovnost dokazana.

Pfedpokladejme nyni, ze nastal p¥ipad L? = 4w A. Z postupu dikazu je zfejmé,
7e musi byt A = 7r? (rovnost v AG-nerovnosti); pak ale L = 277 a tedy délka
prameétu 27 nezavisi na sméru promitani. Dale musi platit rovnost ve Schwartzové
nerovnosti pro vektory (z, —9)7, (v/,z")T, tedy (z,—9)T = a(y’,2’)T pro néjaké
a € R. Porovnanim délek obou vektort dostaneme o = +r, a tedy x = +ry'.
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Protoze r nezavisi na sméru promitani, mizeme zaménit proménné a plati téz y =
+ra’, z éehoz plyne
2 2 20,12 2 2
x® +y? =r (" +y?) =7

O

tedy obraz c je kruznice.

3. SFERICKA GEOMETRIE
V této kapitole se budeme zabyvat geometrii na jednotkové sféfe v prostoru
S*:={x cR®: |z| = 1}.

Definice 3.1. Hlavni kruZnice na sféfe je libovolna kruznice ¢/ C S? jednotkového
poloméru (Ize ji tedy vyjadfit jako primik S? s rovinou prochazejici poc¢atkem).
Hlavni kruznice se nazyvaji téz primkami na sféfe. Useckou na sféfe rozumime
libovolny oblouk hlavni kruznice délky nejvyse rovné .

Pozn.: Je zfejmé, ze pro kazdou dvojici A, B € S? rtiznych bodt na sféfe, které
nejsou antipoddlni (tedy A # +B) existuje pravé jedna usecka na sféfe spojujici
A, B (lezi v hlavni kruznici dané prinikem sféry s rovinou uréenou body A, B a
pocatkem).

Definice 3.2. Vzddlenost bodit A, B € S? definujeme jako délku tsecky spojujici
tyto body.

Pozn.: Lze ukazat, ze délka libovolné kiivky na sféfe spojujici dva body je vétsi
nebo rovna vzdalenosti téchto bodu, pritom rovnost nastava pravé tehdy, kdyz se
jedna o tsecku. Toto bude pozdéji vyplyvat z teorie geodetickych kiivek.

Definice 3.3. Budte AB a AC dvé usecky na sféfe s délkami z intervalu (0, ).
Uhel sevieny témito tseckami definujeme jako thel sevieny rovinami oAB a 0AC
(tedy rovinami vytinajicimi p¥islusné hlavni kruznice).

Pozn.: Necht jsou dany parametrizace c; : [0, ¢1] — S? tisecky AB a ¢ : [0, f2] — S?
tisecky AB takové, Ze ¢1(0) = c2(0) = A. Uhel sevieny tiseckami AB, AC na sféte
je pak roven limité eukleidovského tthlu (v R?) Z(c1(t) A ca(t)) piit — 0.

Pro vypocet plosného obsahu oblasti na sféfe mizeme pouzit standardni sférické
soutfadnice, tedy prosté zobrazeni

z(a,3) = cos(a)cos(f),
¢: 4 yla,B) = sin(a)cos(f), ac(-mm), ,Be(-5,%)
z(a,8) = sin(B)

Jakobian ¢(a, 3) je roven cos 3, takze pro Borelovskou podmnozinu U C S? mame

SWU) = //qbl(U) cos Bdadp.

Definice 3.4. Budte dany tii rfizné body A, B,C € S? takové, Ze vektory (z po-
¢atku) A, B, C jsou linearné nezavislé. Usecky AB, AC a BC' (délek v (0, 7)) vyme-
zuji dveé souvislé oblasti na sféfe, z nichz tu o mensim obsahu nazyvame sférickym
trojuhelnikem a znac¢ime Aspc. (Formdlné lze sféricky trojihelnik definovat jako
prunik t¥i polosfér s hranicemi tvofenymi hlavnimi kruZnicemi obsahujicimi pfi-
slusné usecky.)
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Véta 3.1. Plosny obsah sférického trojuhelnika Aspc je roven
S(Aapc)=a+B+y—m,

kde «, B, jsou velikosti uhli trojiuhelnika u vrcholi A, B, C.
Dikaz. Oznaéme A’ = —A, B’ = —B a C' = —C body protilehlé bodim A, B, C.
Celou sféru lze pokryt osmi trojuhelniky s disjunktnimi vnitiky
S* = Aupc UAupcr UAapc UAapec UAapcr UAaper UAapie UAapicr,
pfitom téchto osm trojuhelnikl je tvofeno Ctyfmi pary vzajemné izometrickjch
trojflhelnikﬁ (napf. AABC ~ AA/B/CH AABC’ ~ AA/B’C)- Protoze cela sféra ma
plosny obsah 47 dostaneme rovnost

21 = S(Aapc) + S(Aapcr) + S(Aapc) + S(Aa o).

D8le si vSimneme, Ze dvojice trojuhelniki A apc U A 4o pokryva oblast vymeze-
nou dvéma polosférami s hraniénimi hlavnimi kruznicemi obsahujicimi tusecky AB
a AC, tedy svirajicimi tthel . Tato oblast mé plosny obsah 2«, mame tedy rovnost

2a = S(Aapc) + S(Aase).
Podobnou tvahou dostaneme

26 = S(Aapc) +S(Aapc),

2y =85(Aapc) + S(Aagcr).

Secteme-li posledni tfi rovnosti a ode¢teme od ni tu predchéazejici, dostaneme po-
zadovany vzorec. O

Ve sférické geometrii plati sinova véta jako v euklidovském pripadé.

Véta 3.2 (Sinova véta ve sférické geometrii). Pro sféricky trojuhelnik Aapc se
stranami délek a, b, ¢ a velikostmi protilehlych dhli o, B,y plati

sina sinb sinc

sina sinf  sinvy’
Diikaz. Pouzijeme nasledujici identitu, ktera plati pro libovolné t¥i vektory u, v, w €
R3:
ux (vxw)=(u-wv—(u-v)w.
(Vzhledem k linearité sta¢i identitu ovéfit pro vektory kanonické béaze, coz je snadné.)
Pouzijeme-li identitu pro vektory B x C,C a A (body A, B, C jednotkové sféry mii-
Zeme chépat téz jako vektory z z pocéatku), dostaneme
(BxC)x (CxA)=((BxC)-AC

(protoze (A x B) - B = 0). Ozna¢me po fadé n,, ny, n. jednotkové vektory kolmé k
rovindm hlavnich kruZnic uréenych body oBC, 0AC, 0AB, a s orientaci takovou, aby
baze {A, B,n.}, {B,C,n,} a {C, A,n,} mély kladnou orientaci, pak z vlastnosti
vektorového soucinu

n, = (sina)B x C, mnp = (sinb)C x A, n.= (sinc)A x B,

za predpokladu, Ze vrcholy A, B, C trojihelnika jsou od¢islovany v takovém potadi,
aby det(A, B,C) > 0. Po dosazeni do vyse uvedené rovnosti mame

(sinasinb)n, x n, = det(A, B,C) C.
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Opét z vlastnosti vektorového soudinu je ziejmé, ze n, x n, = (sinvy)C, a tedy,
dosazenim a porovnanim velikosti dostavame

sinasinbsiny = det(A4, B, C).

Protoze vyraz vpravo se neméni pri kladné permutaci vrcholt trojuhelnika, plati
rovnost
sinasinbsiny = sinbsin ¢sin o = sin csinasin (3,

a vydélenim vyrazem sin a sin bsin ¢ dostaneme kyzenou rovnost. O
Cosinova véta ma ve sférické geometrii odliSnou podobu.

Véta 3.3 (Cosinova véta ve sférické geometrii). Za predpokladi véty 3.2 plati

cosc = cosacosb + sinasinbcos~y.

Dikaz. Pouzijeme identitu
(BxC)-(CxA)=(B-C)(C-A)—(B-A)(C-C)=(B-C)(C-A)—(B-A).
S vyuZzitim normal z dikazu pfedchozi véty pak dostaneme
(sinasinb)n, - n, = cosbcosa — cosec,
a protoze ziejmeé je n, - np = — cosy, mame
—(sinasinb) cosy = cosbcosa — cosc.
d

Dusledek 3.4 (Pythagorova véta ve sférické geometrii). Pro pravouhly sféricky
trojihelnik (v = %) plati
cosc = cosacosb.

4. Procny
4.1. Zakladni pojmy.

Definice 4.1. Parametrizovand plocha v R? je diferencovatelné zobrazeni
f:U—R3,
kde U je oteviena podmnozina R? a df, je prosté pro kazdé v € U. Mnozina f(U) C

R3 se nazyva obraz parametrizované plochy f. Je-li navic zobrazeni f : U — f(U)
homeomorfismus, nazyvame f mapou.

Pozn.: Vektory parcidlnich derivaci

ful(u) = %(u)v fuz(u) = ﬁ(’u’)

e

parametrizované plochy f v bodé u jsou dle predpokladu linedrné nezavislé.

Véta 4.1. Bud f : U — R3 parametrizovand plocha, V C R? oteviend a ¢ : V — U

difeomorfismus V na U. Pak f = f o ¢ je parametrizovand plocha se stejnym
obrazem jako f.

Diikaz. Podle pravidla o diferencidlu slozeného zobrazeni plati

dfv = dfqb(v) © d(bv
Podle predpokladii maji obé linedrni zobrazeni na pravé strané hodnost 2, a tedy i
df, ma hodnost 2 pro kazdé v € V. (]



16 JAN RATAJ

Definice 4.2. Zobrazeni ¢ z pfedchozi véty se nazyva zména parametru plochy f.
Je-li det d¢ > 0 na V, nazyva se zménou parametru zachovdvajici orientaci.

2

Lo2)T i (v2,v1)7T je zménou parametru, kterd neza-

Pozn.: Zédména soufadnic (v',v
chovava orientaci.
Piiklady:

(1) f(u',u?) =a+u'b+u?c, U=R? (a,b,c € R?) - rovina,

u,u’) = (cosu cosu”,sinu" cosu’,sinu’)", U =R x (—=%,%) - jednot-

(2) f(u',u?) = (cosu' cosu? sinu' cosu? sinu®)", U =R x (—3, %) - jednot
kova sféra bez pdli,

u,u) = (u,u”, —(ut)* — (u ,U=u )+ (u < - ote-
3 1 2 1 2 1 1\2 2\2\T' U 1\2 2\2 1 t
viena polosféra,

(4) f(u',u?) = (p(ut) cosu? p(ul) sinu?, q(ul))T, U =1 x R - rota¢ni plocha
(vznikne rotaci reguldrni parametrizované krivky u' — (p(u'),0, q(ul))T
lezici v roviné {z% = 0} kolem osy z'; predpokladame p # 0 a (p')?+(¢')? >
0.

Pozn.: Parametrizovand plocha nemusi byt mapou, ani kdyZ je zobrazeni f prosté.
Lokalné ale tento vysledek plati:

Tvrzeni 4.2. Bud f : U — R3 parametrizovand plocha.

(i) Ke kaZdému bodu u € U existuje okoli Uy C U bodu u takové, Ze f je prosté
na Uy.

(ii) Necht f je prosté a necht Uy C U je omezend oteviend podmnozina s Uy C
U. Pak restrikce f|Uy je mapa.

Diikaz. (i): Bud u € U. Protoze matice diferencidlu D f(u) mé hodnost 2, existuje
n > 0 takové, ze

| df.v|| > nllv]| pro viechny vektory v € R?.

Protoze f je diferencovatelné t¥idy C!, zavisi diferencidl df,, spojité na u, a tedy
existuje 6 > 0 takové, ze

ldf-v = dfuvll < 3llvll, veR?, 2 € Us(u).

Jsou li z,y € Us(u), pak podle vicerozmérné varianty Lagrangeovy véty existuje
z € Us(u) takové, ze f(y) — f(x) = df.(y — x), a tedy

£ (y) = f(@)ll lldf-(y — )]

ldfuly — )| = ldfu(z — ) — df=(y — =)
nlly — x|l = 3y — =l = lly — |,

coz je kladné v ptipadé y # z, a tedy f je prosté na okoli Us(u).

V diikazu ¢asti (i) potfebujeme ukézat, ze f je homeomorfismus Uy na f(Up).
Protoze f je diferencovatelné, je jisté spojité. Staci tedy dokéazat, ze i f~! je spojité
na f(Uo).

Ptedpokladejme pro spor, ze f~! neni spojité na f(Up), tedy Ze existuje po-
sloupnost bodt z,, = f(u,) € f(Uo) takové, ze z,, — xo = f(uo), ale f~(z,) 4
FY(ug), tedy u, # up. Mnozina Uy C U je kompaktni, podle Weierstrassovy véty
tedy existuje podposloupnost posloupnosti (u, ), kterd konverguje k bodu v’ € U.
Mizeme bez jmy na obecnosti pfedpoklddat, Zze pfimo w, — u’. Protoze f je
spojité na U, musi platit 2, = f(un) — f(u'). Z jednoznacénosti limity pak mame
f(ug) = f(u'), a z prostoty f téz ug = u’, coz je spor, nebot u,, + ug. O

ARV
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Definice 4.3. Plocha v R? je neprazdna podmnozina S C R? takova, ze ke kazdému
x € S existuje oteviené okoli V' C R3 bodu z, oteviend mnozina U C R? a mapa
f:U—V takova, ze f(U)=5SNV.

Lemma 4.3. Bud U C R? oteviend a h : U — R diferencovatelnd funkce. Pak
grafh = {(u, h(u)) : uw € U} je plocha.

Dukaz: Zobrazeni f : u— (u, h(u)) je diferencovatelné a prosté, rovnéz df,, je prosté
pro kazdé u € U. Zobrazeni f ! z grafh na U je spojité, nebot je restrikci spojitého
zobrazeni (projekce do prvnich dvou soufadnic).

Definice 4.4. Bud G C R? oteviena a F : G — R diferencovatelna. Bod z € G je
kritickgm bodem funkce F, jestlize dF, = 0. F(x) je pak kritickou hodnotou funkce
F. a € F(G) je requldrni hodnotou funkce F, jestlize F~!(a) neobsahuje zadny
kriticky bod F'.

Véta 4.4. Bud G C R? oteviend, F : G — R diferencovatelnd takovd, Ze 0 je
requldrni hodnota F. Pak F~1(0) je plocha.

Diikaz. Bud ¢ € F~1(0). Podle piedpokladu je dF,, # 0, tedy existuje soufadnice
(bez jmy na obecnosti predpokladejme, Ze x3) takova, Ze dF,,(e3) = a OF () ;é 0.
Podle véty o implicitnich funkcich existuje okoli U bodu (:co, z3), okoli V bodu z3 a

diferencovatelnd funkce g : U — V tak, Ze g(z},22) = 23 a pro kazdé (a',22) € U
je g(z',2?) jedingm bodem V, pro né&jz plati F(z!, 2% g(z!,2%)) = 0. Z uvede-
ného plyne, ze F~1(0) NV je grafem funkce g, je tedy plochou podle predchoziho
Lemmatu. ProtoZe tento postup lze provést pro kazdy bod x € F~1(0), je F~1(0)
plocha. ([

Priklady: Nésledujici mnoziny jsou plochy v R3:
(1) :c —l—y —|—z =1 - sféra,

(2) ¢ a2 + ¥ b2 + 2 @ = =1 - elipsoid,

3) 2—2 + ‘z—g — C2 =1 - jednodilny hyperboloid,

4) = i—i + ¥ - elipticky paraboloid,

(5) z= i—z — ¥ hyperbolicky paraboloid,

(6) z= 2—; - parabohcky véalec,

(7) (/22 + 92 — a)® + 22 = b? - torus (a > b > 0).

Pod uvedenymi nazvy rozumime samoziejmé i obrazy vySe zadanych ploch pfi
libovolné shodnosti. Plochy 1-6 se nazyvaji kvadriky.

4.2. Krivky na plose a teény prostor.

Definice 4.5. Krivkou na plose S C R® rozumime regularni parametrizovanou
kiivku ¢ : I — R? s vlastnost{ < ¢ >C S (obraz kiivky lezi na plose S).

Pozn.: Le7i-li reguldrni parametrizovana kfivka ¢ : I — R3 na &asti plochy S po-
kryté obrazem jedné mapy f, pak zfejmé existuje regularni parametrizovana kiivka
u: I — R? takovd, ze ¢ = f o u. (Staéi polozit u = f~1 o c.) Plati pak

¢ (t) = df (u() (W' (1) = (') (t) fur (u(t)) + () () fuz (u(t)), teL.

Definice 4.6. Rekneme, 7e vektor v € R? je tecnym vektorem k plose S v bodé
xr € S, jestlize v = o0 nebo existuje regularni parametrizovana kiivka ¢ : I — R3
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na plose S a bod ¢y € I takovy, ze c(tg) = = a (tp) = v. Mnozinu vSech te¢nych
vektort plochy S v bodé x znacime T.,.S.

Véta 4.5. Je-li S C R? plocha a x € S, pak TS je dvourozmérny linedrni pod-
prostor v R3. Je-li f : U — R> mapa plochy S s vlastnosti f(ug) = x, pak vektory

parcidlnich derivaci f,1(ug), fuz(ug) twoid bdzi TS a linedrni zobrazent df (ug) je
bijekci R? na T,S.

Diikaz. Ukdzeme, ze TS je roven linedrnimu obalu vektort f,1(u) a f,2(u). Protoze
tyto dva vektory jsou dle predpokladu nezavislé, bude tim dikaz ukoncen.
Jsou-li o, B € R a v =afy(ug)+ Bfuz(ug), pak parametrizované kiivka
cit fluy +at,ud +Bt), te(—4,0)

(pro dostateéné malé § > 0) je reguldrni, lezi na ploSe S a plati ¢/(t) = v, tedy
veT,S.
Je-li naopak ¢ : I — R3 reguldrni parametrizovana kiivka leZici v obrazu mapy
f a s vlastnosti ¢(tg) = z, pak ¢ = f o u pro reguldrni parametrizovanou kfivku
u: I — U a plati
c(to) = df (u(to))u'(to) = (u')'(to) fur (uo) + (u?)(to) fuz (o),

tedy ¢/ (to) lezi v linedrnim obalu vektort f,i(u) a fu2(u). O
4.3. Prvni fundamentalni forma.

Definice 4.7. Bud S C R? plocha a = € S. Bilinearni formu
LX,Y):=X.Y, X,YeT,S

na tecné roviné 7,5 nazveme proni fundamentdalni formou plochy S v bodé z. Je-li
f: U — S mapa plochy S s f(u) = z, pak vzor I, pfi df, je bilinedrni forma na
R2, kterou budeme znadit

gu(évC) = Iu(dfu(g)vdfu(C)) = dfu(g) ’ dfu(C)a §,C€ R?.

gy nazveme proni fundamentalni formou plochy v bodé u a jeji matici oznacime

rovnéz
2 Jur - furs fur - fuz
_ €, €5 _ u uls u u ]

Ju (QU( ‘ J))ivjzl ( Juz - fury Juz - Ju2
Pozn.: I, je restrikci skaldrniho souéinu v R? na 7,5, I, i g, jsou proto symetrické
pozitivné definitni bilinedrni formy. Jak uvidime dale, prvni fundamentélni forma
urcuje metrické vlastnosti plochy.
Pozn.: Je ziejmé, Ze prvni fundamentalni formu muzeme definovat i pro parame-
trizovanou plochu (neboz kazdé parametrizovand plocha je lokdlné mapou podle
tvrzeni 4.2).

Véta 4.6. Bud f : U — R® parametrizovand plocha. Je-li u : I — U reguldrni
kivka v U C R2, je ¢ = f o u reguldrni kiivka na plose f a jeji deélka je

L:/Iw/gu(u’(t),u’(t)) dt.

Diikaz. Vzorec pro délku plyne z Definice 2.2 a ze vztahu

¢ = fur (W) + fur (u?) = dfu(u).
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Véta 4.7. Je-li f : U — S mapa plochy S, pak plosny obsah édsti plochy W C
f(U) C S pokryté mapou f je roven

S(W) = / v/ det g, du.
f=rw)

Diikaz. Vztah plyne z véty o substituci, nebot /det g, je Jakobidn zobrazeni f v
bodé u. (Viz prednaska Matematickd analyza 4.) O

Véta 4.8. ~Bucl’f U — R3 parametrizovand plocha a ¢ : V — U zmena parametru.
Oznacme f = fo¢ a I, g proni fundamentdlni formu prislusnou f. Pak prov € V
plati

gv(&,¢) = 9o(v) (d¢v (£),doy (C))

Diikaz. Rovnost plyne ze vztahu pro diferencial slozeného zobrazeni

dfv = dfqb(v) © d(bv
(I

Véta 4.9. Bud f : U — R3 parametrizovand plocha a S : R3_—> R3 shodnost.
Oznacme f = So f a g pruni fundamentdlni formu prislusnou f. Pak pro u € U
plati

Ju = Gu-
Diikaz. Podle pravidel derivovani slozeného zobrazeni plati df, = So o df., kde

So(-) = S(-) — S(0) je linearni slozka afinniho zobrazeni S. ProtoZze Sy zachovava
skalarni soucin, dostaneme

gu(évC) = dfu(g) dfu(() = SO(dfu(g)) : SO(dfu(C)) = dfu(g) dfu(() = gu(évC)
(I

4.4. Zobrazeni mezi plochami.

Definice 4.8. Zobrazeni ® : S; — S mezi dvéma plochami se nazyva lokdlni
difeomorfismus, jestlize pro libovolnou mapu f; : Uy — S; plochy S1 a mapu
f2 : Uz — So plochy S takové, ze M := ®(f1(Ur)) N fo(Uz) # 0, je

fito®ofi:(®ofi) " (M) — f3 (M)
difeomorfismus.

Pozn.: & : S7 — Sy je lokalni difeomorfismus pravé tehdy, kdyz @ lze rozsifit na
regularni diferencovatelné zobrazeni definované na néjakém otevieném okoli plochy
S1 v R3. (Regularitou zde rozumime nenulovost Jakobidnu.) Lokélni difeomorfismus
nemusi byt prosté zobrazeni, ale je vzdy lokalné prosté.

Definice 4.9. Lokalni difeomorfismus ® : .S; — S5 mezi dvéma plochami se nazyva:

e izometrie, jestlize zachovava vzdalenosti, neboli délka libovolné kiivky c :
I — S1 na ploSe Sp je rovna délce jejiho obrazu ® o ¢(t) : I — Ss na plose
Sa;

e konformni, jestlize zachovava thly, neboli pro livolné dvé ki¥ivky ¢: I — S
ad:J — S na ploge S; protinajici se v bodé & = ¢(s) = d(t) pod thlem «
(tedy « je thel te¢nych vektort ¢/(s) a d'(t)), jejich obrazy ® oc: I — Sy
a®od:J— Sy se protinaji v bodé ®(z) = ®(c(s)) = ®(d(t)) rovnéz pod
thlem «;
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e zachovdvd velikosti ploch, jestlize pro libovolnou métitelnou oblast W C Sy,
plosny obsah oblasti W je roven plo$nému obsahu obrazu ®(W).

Dvé plochy S7, S2 nazveme izometrické, jestlize existuje izometrie S; na Ss.
Pozn.: Ziejmé kazda izometrie je konformni a zachovava velikosti ploch.

Véta 4.10. Mejme lokdlni difeomorfismus ® : S1 — So mezi dvéma plochami. Je-li
f:U — S1 mapa plochy S1, pak f =®o f:U — Sy je mapa plochy Sy a plati:
(1) @ je izometrie pravé tehdy, kdyZ pro kaZdou mapu f plochy Si, proni fun-
damentdini formy map f a f splyvaji: g = § na U.
(ii) @ je konformni prdvé tehdy, kdyZ pro kaZdou mapu f plochy Sy, proni
fundamentdlni formy map f a f splivuji: g = \j na U pro néjakou kladnou
funkci X na U.
(ii) @ zachovdvd velikosti ploch prdvé tehdy, kdyz pro kaZdou mapu f plochy
S1, pront fundamentdini formy map f a f splniugi: det g = det g na U.

Diikaz. Necht je splnéna podminka v (i) a necht ¢ = f o u je kiivka na plose Sy,
jejiz obraz lezi v ¢asti plochy pokryté mapou f. Pak podle véty 4.6 je délka kiivky
¢ shodné s délkou obrazu ® oc na Sy. Z toho jiz zfejmé plyne, ze ® zachovava délky
(vSech) kiivek, a tedy je izometrii.

Necht naopak neplati podminka z (i) a necht f : U — S; je mapa a ug € U
takovy, ze gu, # Gu,- Je znamo, Ze pozitivné definitni bilinedrni forma je jedno-
znaéné urcena svou kvadratickou formou, tedy musi existovat ¢ # 0 v R? takovy,
7€ Guo(§,€) # Guo (€, €). Necht naptiklad

Guo (57 g) < guo (57 g)

Ze spojitosti g a § musi existovat § > 0 takové, ze

gu0+t£(§7€) < guo+t£(§7€)7 |t| < 67

To ale podle véty 4.6 znamend, ze délka regularni parametrizované kiivky c : ¢t —
flug +t€), t € (=6,0), je mensi nez délka jejiho obrazu ® o ¢, a tedy ® neni
izometrie.

Body (ii) a (iii) lze dokdzat obdobné. O

a tedy také

Priklady:
(1) Zobrazeni @ : (z,2) ~— (rcos T,7sin 7, 2) je izometrie roviny Sy = {y = 0}
na plast vélce Sy = {22 + y* = r?}.
(2) Existuje izometrické zobrazeni plasté kuzele S1 = {22 + y? = a2?, 2z # 0}
do roviny.
(3) Sroubové plocha s parametrizaci
fi(ut,u?) = (u? cosut,usinut, aut), (ut,u?) € R?,
je izometricka katenoidu
2(v7,v") = a(coshv” cosv™,coshv” smv-, v vV,07) €

(zména parametru u! = v, u? = asinhv?).



NMAG204 GEOMETRIE STUDIJNI TEXT K PREDNASCE 21

(4) Stereograficka projekce roviny {z = 0} do sféry {x? + 3% + 22 = 1} (bez
“severniho pdlu”) je konformni zobrazeni. (Stereografickd projekce je zob-
razeni @, které bodu (u,v,0) ptifadi priseéik sféry s pfimkou prochézejici
body (u,v,0) a (0,0,1), tedy

B ( 0) 2u 2v —1+u?+0?
c\u,v =
o L+u?+0?" 1+u?+027 14 u? 402

>
4.5. Normala a druhi fundamentalni forma.

Definice 4.10. Dvé mapy f1 : Uy — S, fo: Uz — S plochy S's f1(U1) N fo(Us) # 0
nazveme souhlasné orientované, jestlize prechodové zobrazeni f, Yo f; mé4 kladny
determinant matice parcialnich derivaci. Soubor map, které pokryvaji celou plochu
S, nazveme atlasem plochy. Plochu S nazveme orientovanou plochou, jestlize exis-
tuje atlas, v némz kazdé dvé mapy s neprazdnym priinikem obrazti jsou souhlasné
orientované. Libovolna takovy atlas urcuje orientaci plochy.

Definice 4.11. Bud S orientovana plocha a z € S. Bud f : U — S libovolna mapa
atlasu orientované plochy takova, ze x = f(u) pro né&jaké u € U, a polozme

N(LL') _ Jur (u) X fuz(u) )
[[fur (u) X fuz (u)]
Jednotkovy vektor N(z) L T,.S se nazyvéa normdlovy vektor plochy v bodé x; ziejmé

nezavisi na volb& mapy f, zobrazeni N : x — N(z) na orientované plose S je tedy
dobie definovdno a nazyva se Gaussovo zobrazend.

Lemma 4.11. Je-li S orientovand plocha o f : U — S mapa, pak pro kazdé u € U
je slozené zobrazeni n := N o f diferencovatelné a plati dn,(R?) C Tpw)S-

Dtkaz: Derivovanim rovnosti n(u) - n(u) = 1.
Definice 4.12. Budte S orientované plocha, z € S a f : U — S mapa takova, Ze
x = f(u) prou € U. Ozna¢me n = N o f.

(1) Linearni zobrazeni L, = —dn, o (df,)~! z T,,S do T,.S se nazyva Weingar-
tenovo zobrazeni.

(2) Bilinedrni forma II,(X,Y) = (L, X) Y na TS se nazyva druhd fundamen-
talni forma plochy v bodé x. Jeji vzor pfi df, znacime

hu(fa C) =1, (dfu(g)a dfu(()) = _dnu(g) : dfu(C)a
co? je bilinearni forma na R? s matici
h, — Nyt fulv Tyt .fu2
“ N2 - fu17 —Ty2 - fu2 .
Pozn. Je snadné ovérit, ze L, nezavisi na volbé mapy f atlasu orientované plochy.
Véta 4.12. hy, a tedy i I, je symetrickd bilinedarni forma.
Ditkaz: Z rovnosti f,1 - n = 0 dostaneme d(f,1 - n) (ez) =0, tedy d(fu1)u(e2) n+
fur - dny(e2) = 0, z ¢ehoz plyne
_.ful CMy2 = .ful,u2 "n

(znacime f,i i = %). Podobné odvodime i — fy,2 - ny1 = fy2 41 -0, a ze zamén-
nosti smisenych derivaci plyne —f,2 - n,1 = —fu1 - N2
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Pozn.: Z dikazu posledni véty je vidét, ze matici druhé fundamentalni formy lze

vyjadrit ve tvaru
h, — n'ful,ulv n'ful,uz
v n'ful,'u?v n'fu2,u2 '
Véta 4.13. Bud f : U — S mapa orientované plochy S a ¢ : V. — U zména

parametru zachovavagici orientaci. Pro druhou fundamentdlni formu mapy f = fo¢
plati

ﬁv(ga C) = hqb(v) (d(bv (6)7 doy (C))u veV.

Yéta 4.14. Bud S orientovand plocha s atlasem A a A : R® — R3 shodnost. Pak
S = A(S) je rovnéz plocha a {Ao f: f € A} jeji atlas urcujici orientaci. Pro
normdlu N orientované plochy S plati

N(Az) = £LN(z), x €S,
kde L le linedrni komponenta S a + = det L. Je-li f : U — S mapa z atlasu A a
f = Ao f prislusnd mapa A(S), pak prislusné druhé fundamentdlni formy a h, h
splriugi
hoy = £hy,.

Diikaz. Vyuzijeme nasledujici vlastnosti shodnosti: jeji linedrni slozka L(-) = A(-)—
A(0) komutuje s vektorovym sou¢inem az na zménu znaménka, tj. pro u,v € R3
plati L(u) x L(v) = £L(u X v), se znaménkem +, jedné-li se o pfimou shodnost

(ovéti se z definice vektorového soucinu). V disledku této vlastnosti je pak 7i(u) =
+L(n(u)), a tedy

hu(€,€) = —dny(€)-dfu(C) = —£L(dnu(€))-L(dfu(C)) = Fdnu(§)-dfu(C) = £hu(& C)-
O
Piiklady:
(1) Bud S = {

(z
ziejmé N(z) =
spliiuje dn,, =

) ( 2)2 4 (23)? = r?} sféra o poloméru r > 0. Pak je
= 1z a pro libovolnou mapu f zobrazeni n = N o f
:I: dfu, tedy L,(X) = —dny o (df,) }(X)=+r"1X a
IL(X,Y)=+r"'X .Y
(znaménko z&visi na orientaci sféry).

(2) Je-li S{(x')? + (22)? = r?} plast vélce, mame N(x) = +r TI(x), kde IT
je kolm4 projekce do roviny {z® = 0}. Pro mapu f a n = N o f pak plati
n(u) = £r MI(f(u)), dn, = r o df,, L.(X) = £r TI(X) a

II(X,Y) = +r 'II(X) - Y-

4.6. Hlavni sméry a hlavni k¥ivosti plochy. Mezi kfivosti kiivky na ploSe
a druhou fundamentalni formou plochy ve sméru teény kiivky plati nasledujici
dalezity vztah.

Véta 4.15. Bud S orientovand plocha a ¢ : I — S kfivka na plose S parametri-
zovand obloukem. Symboly t(s), k(s) znacime vektor tecny a kiivost krivky, n(s) je
vektor hlavni normdly v pFipadé k(s) # 0 v bodé s € I. Pak plati

o5y ((5), t(s)) = K(s) (N(e(s)) -n(s)), s€l.
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Pozn.: Je-li k(s) = 0, vyraz na pravé strané je roven nule a nevadi tedy, ze vektor
hlavni normaly kfivky neni definovan.

Dikaz. Bud f : U — S mapa a u : I’ — U reguldrni parametrizovand kiivka
takova, ze s € I' a ¢ = fou na I'. Plati

IIc(s) (C/(S)v cl(s))

Il

>
IS
O
—~

<

= —dnu(s)
= —(nou)(s)-
= (nowu)(s)-c

= £(s) N(c(s)) -n(s),

pfitom tfeti rovnost dostaneme derivovanim rovnosti (nou) - ¢ = 0. O
Disledkem je vztah zndmy jako Meusnierova véta:

Véta 4.16 (Meusnier). Necht S a c¢ jsou jako v piedchozi vété a oznacme 6(s) €
[0, 3] dhel mezi normdlou N(c(s)) k plose a oskulacni rovinou kiivky c v bodé s.
Pak
. (5)(t(s),t(s))| = r(s)cosO(s), se&l.
Definice 4.13. S bud orientované plocha, z € S, 0 # X € T,.S. Pak ¢islo
I, (X, X)
kn(X) = ——=
v = TR
nazveme normdlovou krivosti plochy v bodé z a ve sméru X.

Pozn.:
(1) Ztejmeé plati ky(aX) = kn(X) pro kazdé a # 0, kn je tedy skuteéné funkci
‘sméru’ (X) = {aX : a € R}.
(2) Z Meusnierovy véty plyne, ze |ky(X)| je k¥ivost kiivky lezici v Tfezu plochy
rovinou (X, n(u)) v bodé f(u).
Zvolme x € S pevné a oznacme
S.S={XeT,S: |X]| =1}
Funkci £y muzeme piirozené chapat jako funkci na S,S; jako spojitd funkce na
kompaktu zde musi nabyvat minima a maxima.

Definice 4.14. X € S,.S (resp. (X)) je hlavnim smérem plochy S v bodé z, jestlize
kn nabyvé extrému v X. Hodnota ky(X) se pak nazyva hlavni kifivosti plochy v
bodé =x.
Pozn.: X je hlavni smér, praveé kdyz —X je hlavni smér.
Hledani hlavnich sméri a hlavnich kfivosti: Jedna se o tilohu na vazany extrém

min / max{Il,(X,X): L,(X,X)=1}.
Je-li f: U — S mapa plochy s f(u) = z, pak lze ekvivalentné tlohu pfevést na
hled4ni extrému (¢ € R?)

min / max{h,(&, &) : gu(£, &) = 1}.

Metodou Lagrangeovych multiplikdtor se tiloha pfevede na hledani nevazaného
extrému funkce

A(fv)‘) = h/u(f,g) - )‘(gu(fvg) - 1)5 § € sz)‘ eR.
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Funkce A je diferencovatelna, pokud tedy nabyva v (£, \) extrému, musi platit
dA ¢, x)(n,0) = 2hu(§,m) — 2Agu(§,m) =0  pro vSechna 7 € R?,

v maticovém zapisu
" (hy = Agu)€ =0, neR%
Posledni podminka nastane, pravé kdyz

(1) (hu - )\gu)g =0,
coz miize nastat jediné kdyz
(2) det(hy, — Agy) = 0.

Véta 4.17. Jsou-li A\y # Az dvé TeSent (2) a &1,&2 odpovidagici veSeni (1), plati
gu(€1,&) = 0 (neboli hlavni sméry odpovidajici rizngm hlavnim kfivostem jsou
vzdjemné kolmé). Hlavni sméry X; = df.(&) jsou vlastnimi vektory Weingartenova
zobrazent L, s vlastnimi ¢isli \;:

Lu(X:)) = N Xi, i=1,2.
Hodnoty \; jsou extremdlnimi hodnotami normdlové kiivosti ve smérech X;.

Diikaz. Odectenim rovnic (dusledek (1))
fg(hu —Mgu)ét = 0,
{f(hu —A2gu)éa =
Z (1) dale odvodime
IL(X;,Y) = M1L(X,,Y), Y eT,S,
z ¢ehoz plyne L, X; = N X; a kn(X;, Xi) = A O

Mohou nastat tyto pfipady:

(1) Rovnice (2) ma jediné FeSeni A\;, pak A\; = kn(X) pro vSechna X € S,S
(kazdy smér je hlavnim smérem):
(a) A1 =0, z je planarni bod plochy,
(b) A1 # 0, z je kruhovy bod plochy.

(2) Rovnice (2) ma dvé feSeni A < Ag, odpovidajici hlavni sméry X1, Xo (X; =
df.(&:)) jsou navzajem kolmé:
(a) A1A2 > 0, z je elipticky bod plochy,
(b) AMA2 =0, x je parabolicky bod plochy,
(¢) M2 <0, z je hyperbolicky bod plochy.

Definice 4.15. Funkce K (x) = A () 2(x) se nazyva Gaussova kfivost a H(x) =

M stiedni krivost plochy. (Je-li jedind hlavni kiivost, klademe Ay = Aq.)

Véta 4.18. Plati ndsledugici vzorce pro vypocet Gaussovy a stredni kiivosti pomoct
matic proni a druhé fundamentdlni formy:

det Ay,
@ K) = S

113,22 22711 12712
(4) H(f(u)) =

2det g,

Dukaz: Vzorce se odvodi pfimo z (2).
Rekneme, Ze funkce h : S — R na plose S je diferencovatelnd, jestlize h o f je
diferencovatelna na U pro libovolnou mapu f: U — S.
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Disledek: K, H jsou diferencovatelné funkce na U.

Lemma 4.19. Je-li A1 (x0)) # A2(20), pak existuje okoli V' bodu xo a funkce A1, A2
diferencovatelné na SNV takové, Ze Ai(x), Aa(x) jsou hlavni kiivosti plochy v bodé
x pro kazdgx € SNV.

Diikaz. Zvolme mapu f : U — S's f(up) = zo. Aplikujeme vétu o implicitnich
funkcich pro funkci

B\ u) =\ = 2H(f(u))\ + K(f(u)) = 0.
Podminka A (ug) # A2(ug) zarucuje, ze

0 (i) = 2\ (o) — H{uo)) # 0.

O

Véta 4.20. Bud S orientovand plocha a A : R3 — R3 shodnost. Pak pro kitwosti
orientované plochy S = A(S) plati (w e U)

K(Az) = K(x), H(Ax)=+H(x).

Poznémka: Je-li f parametrizovana plocha a ug € U pevny, lze vZdy plochu f(U) na
okoli bodu ug parametrizovat jako graf funkce nad teénou rovinou 7, f. Piesnéji:
Necht (bez Gjmy na obecnosti) je f(ug) = 0, Ty, f = {z = 0}, n(ug) = es. Pak
existuje okoli Uy bodu ug, okoli Vj pocatku v roviné {z = 0} a diferencovatelna
funkce h : Vy — R takovd, ze dhg = 0 a graf h = f(Up) (pouzijte vétu o implicitnich
funkcich). Proto nasledujici tvrzeni je dostatecné obecné.

Lemma 4.21. Bud h diferencovatelnd funkce definovand na okoli pocdtku v R?
5 h(0,0) = 0 a dhoy = 0. Pak f : u — (u,h(u)) je parametrizovand plocha, a
oznacime-li A1, Ao jeji hlavni kitwosti v bodé (0,0), a pri volbé soutadnic x,y ve
smeru hlavnich smeéru X1, Xa, platt

0%h 0%h 0%h

——(0,0) = A1, =5(0,0) = X2, =——(0,0) =0.

81'2( ) ) 1, ay2( ) ) 2, 89063/( ) )

Tedy grafem Taylorova polynomu druhého rddu funkce h v pocdatku je kvadrika z =

T(M2? + Aoy?), co? je:

(1) rovina v pripadé A1 = A2 =0,

(2) rotacni paraboloid v pripadé A\ = Ay # 0,

(3) elipticky paraboloid v pripadé A\ Aa > 0,

(4) parabolicky vdlec v pfipadé A\ # A2, A2 =0,
(5) hyperbolicky paraboloid v pFipadé A2 < 0.

Dukaz: Z definice druhé fundamentalni formy a hlavnich sméru a kiivosti dostaneme
d*ho,0) (&6 &5) = d° f(0,0) (& €5)1(0,0) = 0,0y (X4, X;5) = L0,0,0)(X:)- X5 = Xi(Xi-X),
pritom X; - X; = 6;; a hlavni sméry &;, &; splyvaji s vektory kanonické baze ey, es.
Definice 4.16.

(1) Ktivky u! — f(ul,u?) (u? pevné) a u? — f(ul,u?) (u! pevné) se nazyvaji
parametrické krivky mapy f: U — R3.
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(2) Kfivka ¢ : I — S na plose S je hlavni kifivkou, jestlize ¢/(t) je hlavnim
smérem pro kazdé ¢ € I. Kiivka na ploSe je hlavni, pravé kdyz vyhovuje
diferencialni rovnici

(5) (hugy = Xi(w(t))gury))w'(t) =0, tel.
Véta 4.22. Bud f : U — R3 parametrizovand plocha.

(1) Parametrické kiivky jsou hlavnimi kiivkami, prdvé kdyZ matice proni i
druhé fundamentdlni formy jsou diagondlni, tj. kdyZ gi* = hl? = 0 pro
ueU.

(2) Ke kazdému u € U takovému, Ze \i(u) # A2(u), existuje okoli Uy a zména
parametru ¢ : 'V — Uy tak, Ze parametrické krivky plochy f = fo¢ jsou
zaroven hlavnimi krivkama.

(bez dtikazu)
4.7. Asymptotické sméry a asymptotické kiivky.

Definice 4.17. (X) C T, f je asymptoticky smér plochy S v bodé = € S, jestlize
II,(X,X) = 0 pro kazdy X € (X) (asymptotickym smérem budeme nazyvat i
kazdy takovy vektor X ). Analogicky & € R? je asymptoticky smér mapy f: U — S
plochy v bodé wu, jestlize h,(§,&) = 0.
Kiivka ¢ : I — S na ploSe S je asymptotickd krivka, jestlize ¢/(t) je asymptoticky

smér pro kazdé ¢t € I. Asymptotickd kiivka vyhovuje diferencialni rovnici
(6) hu(t) (u’(t), u'(t)) =0, tel,
kde f: U — S je mapa plochy S a c= fou.
Véta 4.23. Bud S plocha a x € S.

(1) Je-li K(x) > 0, neezistuje v x Zddny asymptoticky smer.

(2) Je-li K(z) <0, ezxistuji v x prdvé dva rizné asymptotické sméry.

(3) Je-li K(z) =0 a 0=\ (z) # \a(x), existuje v & prdvé jeden asymptoticky

smer, ktery je zarovern hlavnim smérem.

(4) Je-li K(x) =0 a 0=\ (x) = \a(z), je v kaZdy smér asymptoticky.

Diikaz. Tvrzeni plyne pfimo z definic. Vyuziva faktu, Ze normalova kfivost nabyva

na jednotkové kruznici nejvyse dvou lokalnich extrému ve dvou na sebe kolmych
smeérech. (]

4.8. Primkové plochy.

Definice 4.18. Parametrizovana plocha f : U — R3 se nazyva piimkovd (parame-
trizovand) plocha, jestlize existuje regularni kiivka c¢ : I — R? a diferencovatelné
zobrazeni X : I — R3\ {o} tak, 2e U C I xR a

fut,u?) = c(u') +u? X (ut), (u',u?) €U.

Je-li navic n,2 = 0 na U (normadlové pole je konstantni podél generatort), nazveme
f rozvinutelnou.

Plochu S C R3 nazveme p#imkovou (rozvinutelnou) plochou, jestlize existuje
atlas tvofeny pfimkovymi (rozvinutelnymi) plochami.

Véta 4.24. Bud f(u',u?) = c(u!) + u?X (u') primkovd parametrizovand plocha.
(1) Primky u' = const. (generdtory) jsou asymptotickymi kiivkami.
(2) K(u) <0, uel.
(3) f je rozvinutelnd, pravé kdyz K(u) =0, u € U.
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Dukaz:
(1) Plyne Z II(fuz, fuz) =N- fu27u2 =0.
(2) Z predchozd tvahy dostavame 7?2 =0, tedy K = — U= <o,
(3) Protoze nyz - f,2 = 0, plati

Nz =0 < nge-fuu=0 < n-fu,,=0 < h?=0 < K=0.
Piiklady:

(1) Plocha tefen obecné regularni parametrizované kiivky
Flut u?) = e(u) + w2 (u)

je rozvinutelna parametrizovana plocha.
(2) Zobecnéné valcova plocha

fut,u?) = c(u) +u?X

je rozvinutelnd parametrizovand plocha.
(3) Sroubova plocha

fu',u?) = (u? cosu',u? sinul,aul)T (a>0)

je primkova parametrizovana plocha, ktera neni rozvinutelna.
(4) Jednodilny hyperboloid 22 + 32 — 22 = 1 je piimkova plocha (parametrizace

flut,u?) = (Cos u? — ul sinu?, sinu? + u! cosu?, ul)T).
4.9. Geodetiky na plose.
Motivace. Méjme orientovanou plochu S a regularni parametrizovanou kfivku c :
I — S na plose S. Hleddme podminky zarucujici, ze kiivka ¢ spojuje nejkratsim
moznym zpusobem libovolné své dva rtizné dostateéné blizké body. Bud f : U — S
mapa plochy a ¢ = f owu vyjadfeni kiivky ¢ na ¢asti plochy pokryté mapou f.
Pozménime mélo kiivku ¢ na okoli néjakého bodu z = ¢(t) vychylkou ve sméru
tecném k plose a kolmém k tecné kiivky:

c=(t) = c(t) +ea(t)(c (1) x N(c())),

kde N(t) = n(u(t)), e > 0 malé a «(t) je libovolnd nezdporna diferencovatelna
funkce. Délka ¢asti kfivky c. je [}, [c||. Chceme, aby tato délka byla minimalni
pro € = 0 pfi libovolné volbé funkce «, coz znamena podminku

= 07
e=0

d
e
« > 0 libovolna. Mame

= +ed( x (Noc)) +ea(d" x (Noc))+eald x (Noc)),

tedy
d il c - (a’(c’ X (Noc))+a(cd” x (Noc))+alc x (Noc)’))
el , = Tl
a
= W{c/,c/’,Noc}.

Posledni vyraz je roven 0 pro libovolnou «, pravé kdyz smiSeny soucin {¢/,¢”’, N} =
0.
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Definice 4.19. Regularni kiivka ¢ : I — S na ploSe S se nazyva geodetikou, jestlize
det(c'(t), " (t), N(c(t))) = 0 pro kazdé t € I.

Pozn.: Vlastnost kiivky ‘byt geodetikou na plose’ je ziejmé invariantni vii¢i zméné
parametru ktivky i plochy.
Priklady.
(1) V roviné jsou geodetiky pravé vsechny p¥imky. Cést piimky je geodetikou
na libovolné plose.
(2) Na jednotkové sféie {x2+1y%+ 22 = r2} jsou geodetiky pravé vsechny hlavni
kruznice, tj. kruznice maximalniho poloméru r.
(3) Na vélcové plose {z? + y? = 1} parametrizované mapou
f(ut,u?) = (cosu',sinut, u?)T

jsou geodetiky ‘spiraly’ parametrizované napt. u' = ait+ 31, u? = ast+ o,
a? + a3 > 0 (tyto kiivky odpovidaji ptimkam po ‘rozbaleni’ plochy do
roviny).
Definice 4.20. Bud S orientované plocha a ¢ : I — S regulérni kiivka na plose S.
Geodetickou krivost kiivky ¢ definujeme predpisem

kg () = det (c’(t), ¢ (1), N(c(t))), tel.

Poznamky:

(1) Z nasledujici véty vyplyne, ze absolutni hodnota geodetické kiivosti nezdvisi
na parametrizaci plochy ani krivky. Znaménko geodetické krivosti lze zménit
zmeénou orientace jak kfivky, tak plochy.

(2) Z definice je ziejmé, ze kiivka ¢ je geodetikou, préavé kdyz jeji geodetickd
kfivost je nulova.

Pro ‘obyéejnou’ kiivost kiivky v R® parametrizované obloukem plati x(s) =
I’ (s)]]. Z definice geodetické kiivosti snadno odvodime néasledujici tvrzeni.

Véta 4.25. Pro regquldarni krivku ¢ : I — S na plose S parametrizovanou obloukem
(I¢'ll = 1) plati

|kg(s)| = k(s)sinb(s), sel,
kde r(s) je krivost krivky ¢ v R® a 0(s) € [0,7/2] je tihel mezi normdlou plochy a
oskulacni rovinou kiivky v neinflexnim bodé t krivky.

Diikaz. 7 definice geodetické kiivosti a z Frenetovych vzorci pro kiivku dostaneme
lkg(s) = |det(c'(s),c"(s), N(c(s)))|
= |det(t(s), t'(s), N(c(s)))|
= #i(s)|det(t(s),n(s), N(c(s)))|
= r(s)[b(s) - N(c(s))]
= k(s)sinf(s).
O

Vyuzijeme-li Meusnierovu vétu (Disledek 4.16) a nezévislost kiivosti na para-
metrizaci, dostavame
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Dusledek 4.26. Pro reguldrni kiivku c : I — S na plose S plati ndsledujici vztah
mezi obycejnou a geodetickou krivosti krivky a normdlovou krivosti plochy:

K2(t) = k(< (t) + k2(t), tel.

Na zavér uvedeme jesté vétu o existenci geodetik zadanych vlastnosti. K dikazu,
ktery neuvadime, je tfeba pouzit véty o feSeni soustav parcialnich diferencialnich
rovnic.

Véta 4.27. Bud S plocha, x € U.

(1) Ke kazdému vektoru o # X € T, S existuje (aZ na zménu parametru) prdvé
jedna geodetika ¢ : I — S takovd, Ze ¢(0) =z a ¢/(0) = X.

(2) Ewzistuje okoli Vo bodu x tak, Ze kazdd geodetika ¢ : I — S na plose S s
c(I) C Vp je nejkratsi spojnici na plose libovolngch dvou svjch bodd (jingmi
slovy, délka libovolné kiivky na plose spojujici dva body c(a), ¢(b), a,b € I, je
vétsE nebo rovna délce geodetiky c | [a,b] a rovnost nastdvd pouze v pripade,
kdy obrazy obou kiwek splyvaji).

Poznamka: Tvrzeni 2. skuteéné plati jen lokédlné: z prikladu valcové plochy je zfejmé,
Ze libovolné dva jeji body, které nelezi na spoleéné ‘rovnobézce’ (kruznici kolmé k
ose vélce), lze spojit nekoneéné mnoha geodetickymi kiivkami (‘spirdlami’) libo-
volné velké délky.

Cviceni:

(1) Uvazujte torus, ktery vznikne rotaci kruznice (v — a)? + 2% = b2, y = 0
kolem osy z (a > b > 0). UrCete, které kruznice na toru jsou geodetickymi
(asymptotickymi, hlavnimi) kfivkami.

(2) Ukazte, ze kiivka na ploSe, kterd je hlavni i geodetickou kiivkou, je kiivkou
rovinnou.

(3) Ukazte, Ze k¥ivka na ploSe, kterd je asymptotickou i geodetickou k¥ivkou,
je ¢asti piimky.

(4) Ukazte, 7ze kazd4 regularni parametrizovand kiivka v R?® je geodetickou
kfivkou na plose svych binormal.

5. RIEMANNOVA GEOMETRIE, MODELY HYPERBOLICKE GEOMETRIE

Dosud jsme studovali plochy v R3, jejichz geometrie byla ddna polohou v troj-
rozmérném prostoru. Metrické vlastnosti plochy vyplyvaly z prvni fundamentalni
formy, ktera je dana jako restrikce euklidovského skalarniho soucinu do tecné roviny
v daném bodé.

Riemannova geometrie je zobecnénim v tom smyslu, Ze prvni fundamentalni
formu v bodé definujeme piredpisem, bez ohledu na vnofreni plochy do vétsiho pro-
storu. V této kapitole budeme nadéale vychizet z mnoziny bodt tvo¥ici plochu v R?,
i kdyz obecny pfistup pfipousti mnohem obecnéjsi struktury.

Definice 5.1. Necht S je plocha v R3. Riemannovou metrikou na S rozumime
zobrazeni

g:T— gy, TES,
kde g, je symetricka pozitivné definitni bilinearni forma na tec¢ném prostoru 7.5,
které je navic hladké v tom smyslu, ze pro kazdou mapu f : U — S plochy S je
zobrazeni

u’_’gf(u)(dfu()adfu())a ueU,
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diferencovatelnym zobrazenim z U do mnoziny pozitivné definitinich bilinedrnich
forem na R2.

Pozn.: Definice i véty z podkapitol 4.3 a 4.4 lze aplikovat i pro pripad plochy s
Riemannovou geometrii. Specialné plati vzorec z véty 4.6 pro délku kiivky na plose
a definice 4.9 izometrického a konformniho zobrazeni mezi plochami.

Definice 5.2. Na plose
Hy:={-2>—y*+22=1,2>0}
(horni list dvoudilného hyperboloidu) je ddna Riemannova metrika
gt (X1,Y1,21), (X2, Y2, Z2)) = XiXo+YiYa— Z17s,
(Xi, }/i, ZZ) S T(m)y)z)HQ, = 1, 2.
Cviceni: Ovéfte, ze géfz)z)
kazdy bod (z,y,z) € Hs.

Definici plochy v R3 vyhovuje i oteviend podmnoZina R2, jak tomu bude v
nasledujicich dvou ptikladech.

Definice 5.3. Mnozina
U={(u,v) € R*: v* +v? <1}

s Riemannovou metrikou

o) <4(1 —u? —?)72 0 )

I(uw) = 0 4(1 —u? —v?)~2

je pozitivné definitni bilinedrni forma na T{, , .)Ha pro

(bilinearni forma na R? je reprezentovana matici) se nazyvd Poincarého model
hyperbolické geometrie.

Véta 5.1. Zobrazeni ® : U — Hy dané€ predpisem
B : (u,v) 2u 2v 14 u? 402
2 (u,v) —
’ 1—u2—0v2"1—u?2—0v2"1—u2 -2

je izometrické zobrazeni U na Hy (vzhledem k pfislusngm Riemannovym geomet-
riim).

Pozn.: Zobrazeni @ je stereografickd projekce z bodu (0,0, —1), tedy trojice bodu
(0,0,-1), (u,v,0) a ®(u,v) € Ho lezi na pfimce.

Diikaz. Zobrazeni @ je na Hs a lze povazovat za mapu plochy Hs. Parcidlni derivace
jsou

4

P = g mep (2 2,
4

L e s ECUE R DN

a prvni fundamentélni forma plochy Hs (s jeji Riemannovou metrikou) vyjadiena
vzhledem k této mapé vyjde

g _ (91 (@0, @) gUI (@4, @)Y 1 (L0 _ o
o) =\ gH2) (D, ®,) g (0,,8,))  (1—u2—02)2\0 1) o

tedy prvni fundamentalni formy jsou shodné a ® je izometrie. O
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Komplexni funkce komplexni proménné
zZ—1

zZ4+1

U:zi—

zobrazuje “horni polorovinu”
Hy:={(v,y) €eR*: y >0}

na jednotkovy kruh U. Najdeme Riemannovu metriku na H, tak, aby ¥ bylo
izometrii. Na ¥ muZeme nahlizet bud jako na funkci jedné komplexni proménné
z = x + iy, nebo jako na funkci dvou proménnych z,y. Protoze ¥ mé derivaci v
komplexni proménné, ¥’'(z) = 2i/(z + i)?, plati Cauchy-Riemanniv vztah

Vo2 +iy) = (=) Wy(z + iy),

tedy vektory parcidlnich derivaci ¥,, ¥, jsou stejné velké a vzajemné kolmé. Mame
tedy

9\(1,[2)(\1’:5(2)7 ¥, (z)) =0

ggg)(\Ilw(z), Ua(2)) = 9\(1/[2)(‘1’1/(2), U, (2) = mmﬂﬁz)ﬁ
_ 4 2i |
- |2 ? (2 +1)?
i
= y_2'

Definice 5.4. Polorovina H. s Riemannovou metrikou

—2
H Y 0
g;,er) ( 0 y2)

se nazyva polorovinovy model hyperbolické geometrie.
Z vySe uvedenych vypoctt pak plyne
Véta 5.2. Zobrazeni U je izometrit Hy na U.

Vyse uvedené tfi Riemannovy geometrie jsou tedy vlastné tii rizné modely jedné
a téze geometrie, nazavané hyperbolickd geometrie. Umime v téchto modelech méfit
délku krivek, thel kfivek nebo velikost plosného obsahu. V nasledujici kapitole
uvidime, jak 1ze v Riemannové geometrii definovat Gaussovu kiivost a co jsou zde
geodetiky (ty jsme si na plochdch v R?® definovali pomoci normaly, kterou zde
nemame k dispozici). Nicméné uz nyni mizeme najit geodetiky jako kfivky, které
spojuji body nejkratsim zptsobem. K tomu vyuzijeme nasledujici véty.

Véta 5.3. Zobrazeni tvaru
b
(7) gz T

cz+d’
jsou izometrie Hy na H,.

a,b,c,d € R, ad — bc =1,

Diikaz. Opét vyuzZijeme derivovani podle komplexni proménné. Plati

¢'(2) = (cz +d) ™ a Im(2) = ylez +d| %,
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tedy podobné jako pro zobrazeni ¥ vyse dostaneme ggfz*))(qﬁz, ¢y)=0a

H H ~ _ _
95 (00 02) = 9505 (04 0y) = (Gm(2) 2| ()2 = y 2,
¢ je tedy skutecné izometrie. (Il

Tvrzeni 5.4. Prox € R a 0 < y1 < y2 je usecka
t (z,t), y1 <t<yso,
je nejkratsi spojnict bodd (x,y1) a (z,y2) v hyperbolickém modelu Hy .
Diikaz. Bud c(s) = (z(s),y(s)), s € (a,b), kiivka v H, parametrizovand obloukem

a takova, ze z(a) = z(b) = = a y(a) = y1, y(b) = y2. Pfedpokladejme, ze y'(s) > 0,
s € (a,b). Pro délku kiivky ¢ (s vyuzitim substituce y = y(s)) dostaneme

b
1 v21 (g v2 ]
b= [ [P MLy,
o Y(s) v YY) T,y

nebot zfejmé y'(s) < 1. Posledni vyraz je délka tsecky t — (z,t), y1 < t < y2, délka
usecky ¢ je tedy vétsi nebo rovna. Neplati-li pfedpoklad 3’ > 0, rozdélime tsecku
na tseky s rostouci ¢i kledajici y-ovou souradnici a jednoduchou tivahou usoudime,
ze délka kfivky nemiize byt mensi. (I

Tvrzeni 5.5. zometrie (7) zobrazuji polopiimky © = xo,y > 0 na opét na polo-
primky tohoto typu, nebo na pulkruznice se stredem na ose x.

Navod k dikazu: Je-li ¢ = 0 nebo d = 0, dostaneme zobrazeni z — 2z + a nebo
z +— 3 — 271, obé pfitom zobrazujé zminéné polopfimky opét na tyto polopfimky
(posunuté ve sméru osy ). Je-li ¢ # 0 a d # 0, lze ukazat, Ze

ayi+b 2 9
. —p| =r
cyi +d
pro p = (ad + be)/(2¢d) a r = 1/(2|cd|), tedy obrazem polopfimky = = 0,y > 0 je
pllkruznice se stiedem p (leZicim na ose x) a polomérem 7. O

Dausledek 5.6. Poloprimky rovnobéziné s osou y a pulkruznice se stfedem na ose
T jsou nejkratsimi spojnicemi sviych bodai.

Pozn.: Vyse uvedenym kiivkam (které jsou geodetikami ve smyslu definice z né-
sledujici kapitoly) odpovidaji v modelu U kruznice protinajici hrani¢ni kruznici U
pod pravym thlem, v modelu Hj fezy s rovinami prochazejicimi poc¢atkem.

6. VNITRNI VLASTNOSTI PLOCHY, GAUSSOVA VETA A ROVNICE PRO
GEODETICKE KRIVKY

Bud S C R3 orientovana plocha. Jejimi vnitynimi vlastnostmi rozumime vlast-
nosti dané jeji prvni fundamentalni formou. VSechny vnitini vlastnosti se tedy
zachovavaji pfi izometrickém zobrazeni a lze je pfenést i do kontextu Riemannovy
geometrie. Ne vSechny charakteristiky plochy jsou vSak vnitini, naptiklad Gaussovo
zobrazeni x — N (z) neni ddno prvni fundamentalni formou.

V celé kapitole bude ddna mapa plochy S, f : U — R3. Budeme pouzivat Gisporné
znadeni parcidlnich derivaci pomoci dolnich indext, tedy napf. f; = f,: = 5%,
fij = fuiwi = %, NG = Nyi = %, i,7 = 1,2, a tak podobné. Podobné jako
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difve budeme znadit g*/, h* koeficienty matic prvni a druhé fundamentalni formy
g, h a a” budou koeficienty inverzni matice a = ¢!, 4,5 = 1, 2.

Pro kazdé u € U tvofi vektory fi, fo,n bazi (obecné ne ortogonélni) prostoru
R3. Najdeme koeficienty vektort n; a fi; vici této bazi.

Lemma 6.1. Proi,j = 1,2 plati
(8) nio= =y Y h'd"fi,
k 1
9) fig = D Thfk+hn,
k
kde
(10) T = Y ad(fi - f)

l

1 ) . ii
§Zakl(g;l +gzj'l _glJ)

l

(11)

(zde opét znacime g” = aql ). Koeficienty Fk se nazyvaji Christoffelovy symboly.

Diikaz. Rovnosti (8,9) se ovéfi skaldrnim nésobenim obou stran vektory f1, f2,n
Rovnost vyrazii (10) a (11) ovéiime dosazenim za derivace g;’. O

Podle pfedpokladu je f diferencovatelné zobrazeni, ma tedy zaménné smiSené
parcialni derivace tietiho fadu

fijk = firg, 4,5,k =1,2.
Upravime-li tento vztah s vyuzitim (9), dostaneme
> (réj,kfz + rﬁjflk) +hIn 4 hIng = (Fﬁ,w-fl + rﬁkflj) + hiFn 4+ W,
1 1
Dosadime-li opét podle (9) a (8) dostaneme

0 = (Tl —Thy ) fi+ (= h)n
l
+ Zrﬁj(ZFlk m—i—hlkn) Zrzk(z + Rlin )
l
_ hijzzhklalmfm+hikzzhjlalmfm-
l m 1 m

Porovnanim koeficient u f,,, a n dostaneme nésledujici rovnice.

Véta 6.2. Pro i R k m=1,2 platz’ vztahy

(12) ik — Lk Z ( Lk — ;’;) = Zalm (hijhkl _ hikhjl)
l

(Gaussova rovnice) a

& 5™ (b — Tt 41— o
l
(Codazzi-Mainardiho rovnice).

Nyni mtizeme vyslovit vétu o existenci plochy se zadanymi funkcemi prvni a
druhé fundamentélni formy (analogie Véty 2.10).
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Véta 6.3 (Bonnet). Bud U C R? jednoduse souvisld oteviend mnoZina g,h sy-
metrické maticové (2 x 2) funkce definované na U takové, Ze g je pozitivné defi-
nitnd a jsou splnény rovnice (12), (13) na U. Pak existuje parametrizovand plocha
f: U — R3 s maticemi proni a druhé fundamentdini formy g, h. Tato plocha je
uréena jednoznacné aZ na shodnost.

(Bez ditkazu.)

Dosadime-li do pravé strany Gaussovy rovnice (12) hodnoty i = j =1 a k =
m = 2, dostaneme

11 det h _ g
det g

3

Zal2 (h11h2l _ h12h1l) — a22 det h = g
1
kde K je Gaussova kiivost plochy v daném bodé (viz Véta 4.18). Jako disledek
tohoto pozorovani dostavame slavnou Gaussovu vétu.

Véta 6.4 (Theorema Egregium). Pro Gaussovu kfivost parametrizované plochy
plati

K=(¢'")"" <F%1,2 — Ty + Z (Fl11F122 - Fl12F121)> :
1
Specidlné tedy Gaussova kfivost je funkci proni fundamentdlni formy, cili je vniting
vlastnosti plochy.

Dusledek 6.5. Izometrické parametrizovane plochy maji v odpovidajicich bodech
stejnou Gaussovu krivost.

V pfipadé nulové kiivosti plati i obracena implikace:

Véta 6.6. Bud S C R3 plocha, jejiz Gaussova kvivost je identicky rovna 0 na S.
Pak ke kazZdému x € S existuje okoli V' tak, Ze restrikce SNV je izometrickd cdsti
roviny (neboli S je ‘lokdlné izometrickd’ roviné).

(bez dtikazu)

Poznamky.
(1) Z predchozi véty plyne, ze kazd4 rozvinutelna plocha je lokdlné izometrickd
roviné.
(2) Plochy
f(u,v) = (ucosv,usinv,Inu)’,
f(u,v) = (ucosv,usinv,v)’, u>0veR

maji shodnou Gaussovu kfivost, ale nejsou izometrické. Véta 6.6 tedy ne-
plati obecné bez predpokladu nulové Gaussovy kiivosti.

(3) Vzorcem z véty 6.4 lze definovat Gaussovu kfivost jen pomoci prvni fun-
damentalni formy, tedy i v Riemannové geometrii. Lze spocitat, ze v hy-
perbolické geometrii z piedpochozi kapitoly je Gaussova kfivest identicky
rovna —1 (samozfejmé ve vSech tfech modelech, nebot jsou izometrické).

6.1. Rovnice pro geodetické ktivky.
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Definice 6.1. Bud ¢ : I — S regularni kiivka na plose S C R* a X : [ — R?
diferencovatelné zobrazeni (vektorové pole podél kiivky c¢). Kovariantni derivact
vektorového pole X podél kiivky ¢ nazveme zobrazeni

VX

- - /
=t LX), te .

kde II, je operator kolmé projekce R3 do te¢ného prostoru T,.S.

Definice 6.2. Rekneme, Ze regularni kiivka ¢ : I — S na plose S je parametrizo-

vand geodetika, plati-li Z—‘;/(t) =o,tel

Lemma 6.7. Bud c: I — S requldrni ki‘ivka na plose S. Je ekvivalentni:

(1) ¢ je parametrizovand geodetika,

(2) vektor '(t) je ndsobkem mnormdlového vektoru plochy N(c(t)) pro kazdé
tel,

(3) ¢ je geodetika a jeji parametrizace spliiuge ||¢’(t)|| = konst.

Diikaz. Ekvivalence prvnich dvou podminek plyne pfimo z definice parametrizované
geodetiky. Déle je zfejmé, Ze z (2) plyne, Ze ¢ je geodetika. Pro geodetiku je vSak
ekvivalentni

!

el

It LTf = - "=0= ||| = =0 < ||| = konst.,

z ¢ehoz plyne ekvivalence druhé a tfeti podminky.
Rovnice pro parametrizované geodetiky. Bud ¢ = f o u reguldrni kiivka na ¢ésti
plochy pokryté mapou f. Derivovanim rovnosti

¢ = (W) fur + (u?) foo

dostaneme

= S D @) (DT e+ b (Y
i g k

K3

2 2 2

= (0 R @ T s+ S wn

k i g i

I’k jsou Christoffelovy symboly, viz Lemma 6.1). Z tohoto vyjadieni plyne, Ze
ij J Yy sy Y: yJ y

kiivka ¢ = fowu : I — R3 je parametrizovana geodetika, pravé kdyz vyhovuje
diferencialnim rovnicim na I

) (W) + 3, ¥, (Y @) T = 0,
@)+ 3, ¥, (Y W)y T4 = 0,

O

Poznamka: Z vysSe uvedeného je vidét, ze kovariantni derivace vektorového pole i
vlastnost ‘byt geodetikou’ je vnitini vlastnosti plochy, a lze s nimi tedy pracovat i
v Riemannové geometrii. Specialné tedy izometrickym obrazem geodetiky je opét
geodetika.
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