
n~kteri jeho okol!. l4noilinu F C Er nazveme uzavfenou, je-li mnozina

otevren4. Jak- zn4mo, ejednocen! 1ibovoln4~o ayst4mu otevfenyCh mnoilin

Dodatek.

V tomto dodetku jsou uvedeny ve tormi cvil!en! nikteri dd1eUtl! vity, kter4
doplDuj! z!skan4 zna10sti 0 Lebesgueov~ integr41u a mite. DOkazy jsou vit5inou

pouze naznal!eny; pH studiu je prov4d~jte podrobni. V5ellhny yYs1edky jsou formu­

lov4ny pro Lebesguedv integr41 v euk1eidovsk4m r - rozmirn4m-prostoru Er•
V ce14m dodatkU bude proto st41e Z = Cr a pro t E Z je Af Riemanndv inte­

¢1 z f'unkce f- phs Er; llY"'bo1em ~ znal!!me euk1eidovskou /l!i jinou s n!

ekviva1entn!1 metriku v Er•

~ Charaktsristika n~kterYch ti'!d f'unkc1, Baireovy f'unkcs.

Pripomenms nejprve zn4mou ~f'inici; mnoUna G C Er se naz!v4 otevi'en4,

jeetlize pro ka!d4 x E G exietuje tekov4 C. > 0 ,Ze Y € G kdykoliv

y E Er a ~ (x,y) < C. , tj.jeet1iZe mnoUna G obeahuje s kaild!m &ViII.

bodem i

'E - Fr
a pronik konel!n4ho syetl!mu otevfen$ch mnoZin je otevfen4 mnoUna ; ejednocen!

konel!n4ho pol!tu uzavi'en$ch mnollin a pronik 1ibovoln4ho syst4mu uzavi'en$ch mnoilin

je uzavi'en4 mnoilina Er a priizdn4 mnoUna jsou soul!aani! uzavi'enl! i otevi'en4

mnoiliny.

Zave&ne nyn! ma14 zobecn~n!. Je-1i II C Er 1ibovoln4 mnoUna, nazveme mno­

lIinu 0 C II otevfenou v mnoilini! II /kr4tce : v II I, jeetlize ke kazd4mu x E 0

existuje f. > 0 tekov4, z.eje-li yEll, ~ (x,y) < e. ,je tek4 y EO 0 •

MnoZ1hu Fell nazveme uzavfenou v mnonn~ 14, je-li mnoUna II - F otevi'eM

v mnoZ1n~ -_ II • -l4noZina otevfen4 je tedy mnoilina otevfen4 v Er; obdobni! pro

uzavi'en4 mnoUny •. -

DI·_-l.I·

Bua 14 C Er
81 Mnozina G

1
C' II

otevfen4 v Er
Uny uzavi'en4 v

je otevi'en4 v

takov4, lie 01
II. Doka1tte!

II , pr4vi! kdyz exietuje mnozina 0 C E
r

= 0 nil. Obdobn4 tvrzen1 plat! pro mno-

--j,/,Sjednocen1 libovoln4ho ayst4mu a pronik konel!n4bo aysUmu mnoUn otevfe­

njcbv 14 je mnoUna otevi'en4 v II. Sjednocen! konel!n4bo ayst4mu a pro­

nik libovolnl!ho eYst4mu mnoUn uzavfen$ch v 14 Je mno!ina uzavi'en6 v II.

Doka1tte !
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cl Prazdna mnozina a mnozina M jsou soueasne otev~ene i uzavrene v M.

Pomoc! uzavrenYch a otev~enYch mnozin lze zaj!maV1m zpOsobem charakterisovat

spojite a polospojite Iviz definici na str. 23 / funkce. Dokazte. nasledu­

jicf tvrzeni.

ID 1.2J

sua M C Er• f bud funkce definovana na mnoZine M a konecna ,

Potom plat!:

al f je spojita v mnozine MItj.

vzhledem k teto mnozine I ~

a C EI je mnozina {x EM;

v mnoZine M,

f je spojita v kazdem bode mnoziny M

pro libovolnou otevrenou mnozinu

f(x) E a } = M n f-l (a) oteuena

bl f je spoji ta v M ~ pro kazde a E E1 jsou mnoziny

{x EM; f(x) > a } , {x E 14 f(x) < a }

otevrene v 14 ,

cl t je spoji ta v 14 ~ pro kaMe c E EI jsou mnoziny

(x E M j f(x) ~ c }, , { x E 14 f(x) < c }

uzavrene v 14 •

IDr.3·1
sua M C Er, f bud funkce definovana na mnoZine 14.

Potom plati:

al f je polospojita zdola lresp. shoral v mnoZine 14 *"'* pro kazde

a E EI je mnoZina {y EM; fey) > a} lresp. mnoZina

{ y E M j fey) < a} I otevrena v 14,

bl f je polospoji ta zdola

je mnoZina {y EM;

{y E 14; fey) ~ c }

ID1. 4.!

Iresp. shoral v M ~ pro kaMe

fey) ,,; c} Insp. mnoZina

I uzavrena v 14.

Tvrzen!, ktera jsou uvedena v D 1.2 a D 1.3 zOstenou v platnosti, omezi­

me-Ii sa pouze na racionaln! hOdnoty a e1 c.

Dokazte !

Obecnej1, bua N C ~, EI = N luzlivlir. mnoZiny

v EI• Potom v tvrzen!ch uvedenYch v - D 1.2 a v
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pouze hodnoty aE N ci c EN.

Doka~te I

II Pouzijte vztahO.

E M fey) ~ a} = fey) "';3}

a pod~

Bua nyn:! N C Er, N # I2l a bui! f funkce definovana na mnoz1n~ N. Pro

kaMe x E N a kddl! 0 > 0 poloZme

•93' (x) = sup fey)
oo. y)<"
;rE'N

~ (x) = inf fey)
prx,Y)<o
)EN

Pro pevne x E

ro stoue:! pro

N je funkce

6 E (0,+00

~ (x) neklesaj:!c:l:, funkee

). Pro kazde x E N enstuj:!

~ (x) ne­

tedy 11m1ty

Funkee M
f

,resp~
,N

Ipr:!slu§na k funkci

Dokazte nasleduj:!e:!

mf N se naz;Yvli hom:!, resp. doln:! Baireoya tunj:ee,
f a mnoz1n~ N I.

tvrzen:!.

Bua f funkce definovana na mnozin~ N C Er ,

m =mf N pf:!slu§ne Baireovy funkee.,
Potom pro kazde x E N plat:!:

al m(x) ::; f(x) ::; l4(x) ,

N # I2l ,buate 14 = I4f if ',

,
N I, prliv~ kdyz

x Ivzhledem k NI,

bl funkee 14 je polospojitli shora v bod~ x Ivzhledem k N I,

funkee m je polospojitli zdola v bod~ x Ivzhledem k N I

~OUZijte definiei Qolospojitosti na str. 23~

el f je shore polospojitli v bod~ x Ivzhledem k

f(x) =M(x) f je zdola polospojitli v bod~

prliv~ kdyz f(x) =m(x) ,

dl je-li f koneenli v bod~ x, je f spojitli v bod~ x Ivzhledem

k NI, prliv~ kdyz m(x) =M(x) I =f(x) I ,

el bua g polospoji tli shore v

g=J4;

N Ivzhledem k N I,

bua g polospojitli zdola v N

Ivzhledem k N/, m ~ g ~ f =9
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Uvedme jeAte v,Yslovne ddlez1tou charakterisaci meritelnjch funkc!.

!DI.7.!
Bud 14 E m r • Potom tEAM ,prlive kdyz pre kazd~ a E El jest

{ x EM; f'(x) > a} E m r .

rDO.kaz viz ve skriptechI.C!emj - J.l4ai'ik, Integrliln! poaet I , 4. kapi-,

tola ai provedte podle 8,31. Viz t'z 7,35 a 8,40 .~

Na zliklade t~to dOlezit~ vety lze snadno do~zat nlisleduj!c! vztahy Iviz t'z

7,24 a 7,23/.

B
al Necht f'n E AM' kde II E m r • Potom pro funkce

plat! ~ E AM 1 j = 1,2,3,4 1 ,

bl je-li f'(x) = a E El pro vAechna x E 14 , jest tEAM

cl je-l1 f' ,g,h E AM , f' a g konean' , je

{ x E II •, If'(x) - g(x) I > h(x)} E mr

D 1.3

def'inovanli na mnoZinl! N.

a toho, ze mnoz1ny otevren' v N

VAechny dOkazy provedte podrobne.

Bua N E 'llt.,. ,nech~ t je tunkce

Potom 1If',N E AN' mf',N E AN
~ Pouz1jte D 1.6, D 1.7 ,

jsou mliHteln'..J •

Poznlimka.

• Dokazte I

Uvlldomte ai pfoekvap1vost tvrzen! D 1.9 a D I.6b. 0 f'unkci f' nepfoedpo­

kllidlime totiZ vObec nic lonlie tedy bit i nemlli'i telnli I I.

Jinj pfoekvapuj!c! v,Ysledek tohoto druhu Je uveden v knize V.Jamik, Integrlil­

n! poaet II, veta 87 •
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ID II·I Jegorovova a Luz1nova vl!ta.

Zajimavou vlastnost ml!r1telnYch funkci uv6di Jegorovova vl!ta /v1z tak~

V.Jarn1k, Integralni pocet II, kap. II, § 2/:

ID 11.1·1
Necht" 14 E rx; ,~~M < + 00 • B1M f n E AM posloupnost funkci

konecnjch skoro vllude v 14, necht lim f n = f existuje skoro vilude v 14
n.. oo

a funkce f je skoro vllude v. 14 konecna.

Potom ke kazd6mu c- > 0 existuje mM'1telna mnoZina N C 14 takova,

Ze Al-r 'N < E- a 11m f n = f ste jnoml!rnll v mnozinll M - N. Dokaz to
l 11...,.00

~VOd k ddkazu:

a/ existuje N
l

C

f(x) , fn(x)

M, CUr Nl = 0 tak, Ze pro X E M - Nl jsou

In = 1,2, •••1 koneCn' ciela a 11m fn(x) = f(x) ,
" .. 00

bl pro prirozen6 m a k b1M

jeat

N
m,k

pro vllechna pr1rozena m,k Ipoulijte D 1.8 I,

pro'kazd6 pr1rozena k, a tedy 1 lim
",-+00

cl je-l1 E- > 0 , zvolme pro kazd6 pr1rozen6 k pr1rozen6 cislo

~ tak, ze

CUr ~Nmk,k)
00

poloZime-11 N = Nl V U
kz1

, jest

a 11m f n = fete jnomllrnl! v M - N • Jj
" ..eo

Budte splnl!ny predpoklady Jegorovovy vl!ty. Potom lze

nalazt otevrenou mnoZinu N tak, ze ~r N < &

morne v M - N

~ul1jte 7,19 - 21 c1 7,20 ~ •
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a 11mrn = f
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Jegorovova veta tedy r:!k8, l\e pos1oupnosti metitelnjC:h :funkc::!, kterll kon­

verguj:! skoro v~ude ke kone~nll f'unkc:1, se c:hovaj:! "velm1 rozumne", odbllld­

neme-l1 od mnol1n, jej1c:hl m:!ru lze vo11t 11bovolne ma1ou. Tvrzen! Jegoro­

vovy vety nelze podststne zee:!l1t.

ID II.3·1
Pro 11bovolnll ptirozenll n baa f'n(O) = f'n(~) =

1
a f' bUll. linearn:( v intervalec:h <0, -2 >,

n n

f'n(l) = 0, f'n(~) = n

<2~' ~>,<~ ,1>.
zre jme 11m f',. = 0 v <0,1) • Overte na tomto pf-1k1ade Jegorovovu vetu

,..... 00 .

s ukalte ,. l\e pro Mdnou mnoUnu N C <0,1> CUt N = 0 nen:! konve.r-

genc:e posloupnost1 f'n k f'unkc:i 1dent1c:ky rovnll nule stejnomerna na mnol1­

ne <0,1> - N •

ID II.4·1
Ukalte, l\e p!'edpoklad carM < + 00 nelze v Jegorovove ve1!e yYnec:hat.

Jegorovova vets napov:!d8, Ie J1J1Ue byt u!1te~nll vyeetf'ovat me!'1telnll f'unkc:e

s odhllldnut:!m mnolin, jej1c:hl mira je mala. Skute~ne, lze d0k8zat nasledu­

j:!c::! Luz1novu vetu.

ID II.5·1
Baa M E M r ' f' E AM ,f' konel!n8 skoro vhde v 14 • Potom ke

kaMlImu f- > 0 e:r::l.stuje meriteln8 mnoUna N eM, CUrN < & ta-

kova, Ie f' je apoj1t8 na mnol1ne II! - N Ivzhledem k M - N I.

I Navod k ddkazu

1/ Bu! nejprve ca-r 14 < + 00 ,
al e:r::l.stuje posloupnost :funkc::! f'n E Z, f'n~ f'

sk.v~. v II! , f'n~ 0 sk.d. v Er - II! Ivets 34/,

bl k danllmu c- > 0 e:r::l.stuje dle Jegorovovy vety me!'1teln8 mnoUna

N eM, ca-rN < & takova, l\e f'n ~ f' stejnomerne v II! - N ,

c:1 :funkca f' je apoj1t8 na mnol1ne

Ivzhledem k M- N I.

21 Je-11 ("-.. II = + 00 ,0 < C <
n ~,reap. ~ mnoUna veec:h

II-N

1 ,bull. pro kaid4 p!'1rozen4

x = [~'''''XrJ E M takovyc:h, is

I x j I ".,. n pro vllechna j = 1 ,2 •••• ,r ,
resp. I x J I = n pro sleapor; jedno j = 1,2, ..••r •
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zrejme CUr~ < + 00 • c«-,.~ = 0

Inakrea1ete a1 uvedene mno!1ny napf. pro n =1.2.3 I.

Pou!1jeme llJ'll! dok8zanou Mst tvrzen! na fWlkc1 f. mnoUnu IIln a lS!s10

e:7 . Existuje tedy pro kazde pHrozene n meHtelna mnoUna Nn C IIln •

e:
eu,.Nn < 2n takova.!e fWlkce f je spoj1ta na mno!1ne ~ - Nn

00 00

Ivzh1edem k teto mnoUne/. Po1oUme-11 nyn! N = ( U Nn uU ~) n Ill.
1l-1 'n-1

je N C 14 mef'1te1n& mno!1na. CU'rN < e. a snadno zj1stime. Ze f

je 8poj1ta na mnoz1ne III - N Ivzhledem k teto mno!1ne I. ~

v Luzinove veta 1ze poitadovat. aby mno!1na N by1a otevfena.

Dokazte I

~ul1jte 7,19 - 21 lS1 7 ,20~

IDII.7.!

J1nj dllkaz Luz1novy vety Ibez poul1t! Jegorovovy vety. provedte podrobne II.

BUdte splneny phdpok1ady D II.5 • necht CU,.14 < + 00 •

al Bu(\ {rn }:~1 pos1oupnost vilech rac1onaln!ch lS!se1 ; mno!1ny

jsou mef1telne ID I.B I.

bl BU:l. C- > 0 existuj! uzavfene mno!1ny Fn a Gn tak, Ze

/n. (A _ F ) < E-'-r n n 2n+1 •

(?-,. N < e ; pro kazdll n je

poulijte 7,20c/.
00

cl Bud P = U (An_- Fn) •n=1

CU,.Q < e.
"'2 •

dl Po1o!me N =P U Q• je

Q = je r:!"r P <t I

{ x E 14 - N f(x) <:: r n } = (11 - N) n Bn = Gn n (14 - N) ,
{ x E 11 - N f(x) z r n } = (Ill - N) ("\ An =Fn

("\ (101 - N) •

el FWlkce F je spojita na mnoz1ne 101 - N ID 1.4/.

f/ Je-l1 ~rM =+ 00 • postupujeme jako V DII.5 •
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D III. Ex1stenmt! vita pro R1emanndv 1lltegrlil. Jorden-Peandv objelll.

v prednliilce 0 Lebesgueovi intebl'lilu byla bez ddkazullvedena nlisleduj!c! dd­

lel1tIi vita Iv1z vity 49 a 57/, kterli pochliz! od Lebesguea.

ID II1.1·1

Bu(1 f OIIlezenii funkce na kOlllpaktn!m 1ntervalu I C Er • POtOlll R1emanndv

1ntegrlil (R) f f ex1stuje, previ kdyz mnoZina bodd nespoj1tost1 funkce

f v 1ntervalu I IsPoj1tost chlipame vzhledem k II mIi r - rozmirnou

Lebesgu80vu lIl!l'Il 'Illa.

Dodatek : ex1.stuje-l1 (R) ( e , ex1stuje 1 (L) / f a plat!

(R) J t = (L) J f •
I I

Ddkaz lze provest nlisleduj!c!m zpdsobem Ipro.vedte podrobne vilechlly krokyl/:

al pro x E I buC1 lI(x) =Mf,I(X)' m(x) = mf,I (x)

Iv1z Ba1erovy funkce v D I I,

bl jest m £, f ~ )(; m E AI

Iv1z D 1.6, D 1.9 I ,

cl je-l1 D= {Jk}:=1 dillen! 1ntervalu I , definujme funkce ri
IJ

a sPlJ
vztahy:

¢, (x) = sup fey) , 9b (x) = 1nf fey) je-l1 x E J~ = Int J
k

'
IJ !IE 7" !I€ 7"

11-

~(x) = ~ (x) = 0 je-l1 x E I - w., ~ ,
dl .¢.D E AI ,~ € A I lnapf'. dle D 1.7 I

el je-l1 If(x)1 ~ K pro vilechna x E I ,kde KEEl'

je ' Im(x) I ,;; K, III( x) I ~ K , I ri]) (x) I,;; K,

I~ (x)1 6 K , tedy m , II , % ' ~]) € ~I
fl 9'1~m, ¢.D ~ )( skora vilude v I ,

(L) (PD

,..
s/ = L sus. fey) • car(Jk) = S (f ,D)"-1 YE "

,

(L) I :Pp
,..

= L- inf fey) • (!ir(J
k

) = " (f ,D)"-I ,e~

/horn! a doln! sou~et pf'!sluAnY k funkc1 f a dl!len! D / ,

hi je-l1 Dn posloupnost dlilen! 1ntarvalu I , jej1chi norma konverguje

k nllle pro n --+ + 00 a
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je 1111
'II .. 00

14 € ,'(:1

11m S (Dn,fl .. (Rl;r f ,
.... 00 I

•

!PJ) .. II slcoro vAude v I /odtud dost'vUe znovu, lie
It.

/ , ted;y po41e I.ebesgu8ovy vllty

i/ po41e

lilll (Ll ;r¢D
. I It

g/ a hi dostenelll8

.. (L);r II ,
I

(R) J f =
I

a obdobntm zpd80belll dokalellle

(R) J f ..
r

j/ protole Ill": f ,.: II', je

(L) J II
I

tek'
(L) / III

I
,

(R) / f .. (L»)'
T I

III ~ (L) / f ~ (L) J f
T I

~. (L) j' II .. (R) J f ,
I I

z t'to nerovnos~ dostenellle ihned tvrzen1 dodatku,

k/ (R);r f .. (R) ;r f DBstene 41s j/, pmll kd;yl (L) ( (II - Ill) .. 0
I I

a odtud dost4vUe vzhledem k nerovnosti Ill':; II a vzhledem k D I.6d

tvrzen1.

Pozn'mka. Bua II C Er , 14 omszeM mnoUna. Protole nosill funltee .~ /po41e

definiee v 7,25 II/je mnoliJ)a II , existuje kompaktn1 interval I C Er
tekovy, lie pro x E Br - I je ~(x) .. 0 • Snadno zjist1me, Ie hodnoty

(Rl ;r ~ ,
I

resp. (R) ;r 411
I

nezll.vis! DB volbi interValu I • Tato ll!sla obvykle nasivll.me yni! 'IS, resp.

vn1tfn! Jordan - leandv obrism mnoliny II. Jsou-li stejnll. /tj. ja-li

ebarakteristi~ funkee mnoliny II Rie~ovsky integrovatelMl j hovof'1me

tak' 0 Jordan - laanovl! ob-jeinu mnoUny II.

ID III.2·1

loInoUns II C Er mlI. Jordan - Peandv objem, pmll kd;yll je OIIlezeM a jej!

hraIrl.ee '"' I.ebee&\l'8ovu a1ru nula. Dokallte I

/Poulijte D III.l.1 Jordan-Peandv objem je v tomto pf'!padll roven ~1"1I ,

tj. speeill.lnll II E 'J7tr ' .

/Viz t'l p~. 8,52 a 8,53 II.
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Me Er
je roven

omezena mno~ina. Potom vnejAi Jordan - Peandv objem mno~iny
"-

infimu viiech l!:Ceel tvaru t= cUr( I j) , kde 11'12., ••• ,In
J."

je l1bovolnY konel!nY 9Ys'tElm kompsktnich,1Dterveld, pro ne~ plat!

M

?l-

UI:>M.
j_1 j

Doka1l1te

Formulujte a dokalteprisluAne tvrzen:C pro vnitrni Jordan - Peandv objem

l!isel tvaru

• Potom vnejAi Le~esgueova m:Cra cUr M mnoUny M je rovna

.z= (!Lr(I j), kde 11,12 , ••••••• je libovolna
J=1 00

posloupnost kompaktnich intervald, pro niZ plat! U I j :> M • Dokalte
j=1

~UZijte vetu 55 l!i 7,19 a toho, Ie kaldou otevrenou mnolinu lze vy-

jadrit jako sjednoceni spol!etneho systemu neprekr,tvajicich se kompakt­

nich intervald. Viz tel 5,5 I:-J

ID III.4.!

Bua M C Er

infimu vAech

Poznlimky.

11 Tvrzeni D 111.3 a D 111.4 nazorne ukazuj:C rozdil mezi vnejAim

Jordan - PeanovYm objemem a vnijA:C Lebesgueovou m:Crou a tedy v podsta­

te take mezi Riemannovym a Lebesgueovtm 1Dtagnilem.

21 JinY dllkaz tvrzen:C D III.l a podrobnejA:C inf'ormaci 0 prilehl.ych

otazkach lze nalezt v knize V.Jam:Ck, Integnilni pol!et II , kap , XI

ID IV. IAbsolutni spoji tost Lebesgueova integralu.

Z teorie Riemannova nebo Newtonova Ipripadne zobecneneho Newtonoval inte­

gnilu je zname toto tvrzeni :

promenne

dt ,

~f(t) dt jsou spojite funkce

tel veta 66, pozn8mka 3,14/.Iviz(a,b)

potom funkce

"necht - 00 < a < b < + 00 a necht ex1stuje Riemanndv INewtondv

nebo ZObecnenY Newtondv ~)I integral
Ir

x I f(t)

ff(t)dt a
a.

x v intervalu

Pro Lebesgueflv 1Dtegral lze dokSzat dokonce tzv. absolutni spojitost.

UveCke nejdr:Cve nasledujic:C tvrzen:C•

• ) V pr:Cpade zobecneneho Newtonova nebo Newtonova 1Dtegnilu mdleme pripustit
ihodnotya=-oo l!i b=+CIO •
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ID IV0101

Necht 14 E mr , f E:e
M

0 Potom ke kddllmu

J > 0 tak, l!e plat:!

e > 0 u:1stuje

N eM, N E m r ,

II Nlivod kdllkazu :

al If1E :eM Iveta44/,

bl bua pro n p~1rozenll f n =min ( If 1 ,n); potom

f n E.t'M Iv1z cvHeni 6,27 , 6,26 I, fn »" I f I

a tedy lLev1ho vetal

,
cl je-l1 e » o , eJdstuje no tak, l!e

J ( If1 - f ) = Jlfl - jf <4:M no M M no

dl bua 8 6
necht N E mr CU'l'N < s= NCI4,2no

, ,
potom Je

,

ID IV0201

Nk C 14, Nk E mr' k = 1,2, 000

J I r] ~ C 0

NK

eporem Iuvedenll v D IV 01

[ > 0 a mnoUny

(U-l'Nk <* a
tak, l!e

Dokazte tvrzeni

~ Existuje'

00 00

Bua N .. n u Nk Je tedy CU'l'N = 0 0
1L-1 K =?t.-

oo
Ozna(!ime-l1 Pn

.. U N ::J Nnk="" k

col! je spor s J I f I ~ J
1'"" N'It.

Bua nyni - 00 < a < b < + 00

1nterva1u <a,b) 0 BUdeme i'ikat,

va1u <a,b) ,jestlizekekal!Mmu

, N =

a bua F funkce definovaM na

h F je abso1utne spojita v inter­

e. > 0 ex:!. stuje 0 > 0 tak I

Je podle vety 29

.....
,

J If1
N

0=

Protol!e
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Ie pro kaldY kone~ syst6m a!sel

,..
(bj-aj) (,Jpro nlijl plat! L/_1

plat! tak6
,..

I F(b} - F(a j) IL. < e.
jd

Funkce abeolutnli epojita v intervalu (a,b > je zi'ejmli taka stejnomlirnli

spojit8 /atac! vol1t n = 1 / a tedy tak6 spojit8 v intervalu <a,b > •

[DIV.3·1.

Necht - 00 ( a < b < + 00 , r E .;c(a ,b) , Ie E El •

Potom funkce F,

F(x) =

x

ff(t) dt + Ie
a.

/tzv. neurci~ Lebesguedv integral funkce f /

je abaolutnli epojit8 v intervalu <a,b > • Dokalte

l!Zf:ejmli f E:t:-( ) pro l1bovoln6 x E <a,b>
11. a,x

pro N = lJ <aj,b j> , kde;-1
••• ~an"::::::'bn~b

tj.

atac! te~ poul!t D IV.l.-.J

!DIV.4·1

,
•••

dt ,

, F(O) =0 •
•f = F v intervalu

Dokalte, Ie tvrzen! D IV.l neplat!, nahrad!me-l1 Lebesguedv integral

Newtonovym neb zobecnlintm.NewtonoyYm integralem I

II Buli F(x) = -rl- coa -7 pro x E '(0, 'JT')

Po tom funkce F je prim1t1vn! funkc! k f'unkci

<0, 'JT') •

Pro kalda pfirozena Ie vAak je

1 1
= +

Ie 'J{' (Ie+l) s: •

Pro l1bovolna pi'irozena c!ala man, m > n je te~
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1 ) =
!('K.+l)T

1--
tnT

1 <---l..
I (m+l)T I n'lf

a

Odtud ihned dosteneme /harmonickli i'ada/,!ie F nen! absolutn~ spoji ta

v intervalu <0, :IT> • --lI

PoznlUnka.

'l'vrzen! uvedene v D IV.3 1ze tormu1ovat take slovy: naurl!itj Lebesguedv

integral. je tunkce absolutn~ spoji ta. Naak$ta se pi'irozed opal!na otazka.

Bua - 00 <a < b < + 00 a bua F tunkce absolutn~ spojita v <a,b>.

Existuje potom tunkce f: E :e(a,b) tak, aby pro vilechna x E <a,b>

platllo x
F(x) = J f:(t) dt + 'K. ,

a

kde 'K. je vh0dn8 konstenta? OdpovilCl Mva nasleduj!c! vMa /viz V.Jarn:l:k,

Integra1n! pol!8't II , v~ta 94 /.

Necht - 00 < a < b < + 00 a necbt tunkce F je abso1utn~

spooli ta v intervalu <a,b > • Potom pro ekoro vilechna x E <a ,b)

existuje vlastn! derivace F'(x) ,jest F' E :t(a,b) a existuje takova

konstanta 'K. E El ' lie pro ka!ide x E < a,b) plat!
)(

F(x) = J F'(t) dt + 'K. •
a

Na zaklad~ teto v~tJ doka!ite nasleduj!c! v~tu.

Bud -00 < a < b < + 00 •

a/Je-11 F absolutn~ spojita tunkoe v intervalu <a,b)

F'= 0 skoro vilude v <a,b) , potom F je konstentn! v <a,b) •

bl Tvrzen! uvedene v 'a/ neplat!, nahrad!me-11 slova absolutn~ spoolita

slovy spojit8 /viz cvil!en! 8,71 /.

•<a,b >
dt = 0 pro vllechna

•b < + 00-oo<a <
)(

al Necht ~ € ;e(a ,b) a necht! :f' (t)

:It € <a,b>. Potom SO = 0 skoro vilude v

IDIV.6·1
Bua
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F absolutne spo-

<a.b > •
Potomje

~ Bull. 101 = {X E <a.b>; 9'(x» o }, nechl c",lI) o ,
Podle 7.20 ex1stujEi uzavi'ena moUna F C )I • (!L. F > o ,
Protde (a.b) - F je sjednocen! spolSetn4ho syst4mu otevi'enich

intervalo.. je J 9' = 0 • co! .1", spor •.J1
r

bl Bull. f fWlkce definovana skoro vlude v <a.b> •
Potom f E :t (a .b) • prave liayl ex1stuje fWlkce

j1t4 v <a.b> takova. la F'= f skoro vlude v

-4
J f(t) dt = F(b) - F(a) •..

r;ouu. ,e D IV. 6a a vlltu uvedenou pi'ed D IV. 5 .:.JJ

Posledn! tvrzen! udliva vlastne tzv. deskr:l.ptivn! def1nic1 Lebesgu8ova­

1ntegralu pomoc! j1st4ho del/l!ho zobecnen! pojmu pr1m1tivn! fWlkce. Tvrze­

n! D IV.5a zarulSuje nazav1slost t4to dafinice na volbe fWlkce F • tvrze­

n:! D IV.5b ukazuje. Ie pi'edpoklad abaolutn! spoj1tosti nelse nahrad1 t

pouze spoj1tost:!.

ID V-. 1 R1eJllB.lUl - Lebesgueova vets 0 10kal1sac1.

V tret:!m s&mestru studia je prob!rana elementarn! teor1e FourieroyYch rad

Iv1z skripta V.Jarn:1k. IIatematick4 analysa pro tret! semestr. kap. III.

§ 71. Pamoc! Lebesgueova integn11u lze zav4st Fourierovy rady pro obecnej­

II:! tUdy funkc:!.

Bull. 0 <L < + 00 a nechl funkce f je definovana v ceUm ~

"a me per10du L Itj. f(x + L ) = f(x) pro kald4 x E El I. Nechl dale

f E ;e (0,1)1 je tedy tak4 f e :C(a.b) pro l1bovolnAl. a.b E El •

a < b ; oddvodnllte I I. Funkc1 f mO.!eme pr1i'ad1t jej! Fourierovu radu

00
1 a + L. 2kJr x 2krx )
:! 0 K.f (~cos 2 + bk sin --r · (1 )

D

kde lS:!sla ak a b
k

jsou dana vztshy Ic
c+l

2 J 2kr.x
a k = :l f(x) cos L dx

e
c+l

b = a J rex) ain 2kj I dx
k L t

lukalte. !e integn1ly ex1stuj! I I.

je l1bovoln' realn' lS!slo I

, Ie = 0,1,2,•.•

, Ie = 1,2, ••••

Je nyn! pi'1rozen' zaj!mat se 0 nasleduj!c! otlizq: kdy i'ada (In)

konverguje. kdy konverguje ate,1nOlReml! a jall;f je jej! soulSet. Y7hOYUj!c!
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odpovllCi d4V1i nlialeduj!::! D1riehlet - Jordanova vllte.

Bu! 0 < 1 < + 00 • bU! t definovenli v ee14m ~ a necht r m4.

periodu L • Neeht - 00 < a < b < + 00 a neeht l' m8 v inter-

valu ( a.b) konecnou variaei II!

Potom plat!:

1. V ka!d4m bodll x E (a .b) je Fourierova ~ada (lD) t'unkee l'

konvergentn! a m4. aouce t

lim
1'(x+h) + 1'(x-h)

It .. 0+ 2

Ije-li tedy t apoji tS v boM x • je aoucet ~ady 1'(x) I.

2. Jeo-li nade l' apojitS v (a.b > • je jej! Fourierova ~ada atejno-

ml\mll konvergentn! v kdd4.i intervalu <a' ,;:J ';> C (a.b) •

IlO.kaz t6to vllty la hdu dalll!ch vllt. kteN Be tYkaj! FourierovYch redl

lze na16zt v knize V. Jam:!k. Integrliln! pocet II • kap. XIII. Celj text

prvYch §eati pal'agref'd tHo kapitoly lze etudovat bez podrobn4 znaloeti

predchoz!ch kapitol. tj. bez ohledu na to. znlime-li Lebeaguedv integrlil

zaveden$ na zliklade Daniellovy metody nebo jin$m zpdaobem. UveCime proto

jen jednOduU! ddkaz tzv. Riemann - Lebeagueovy vl\ty 0 lokal1saci.

B
BuCi -oo~ a < b ~ +00

funkc! definovan$ch na intervalu

• BUCi 8n In =1.2 ••••

(a.b) • neeh1;

I poaloupnost

.al 8". E A(a.b) pro ka!d6 n.

bl existuje konatente II E El tak,!e 18".(x) I ~ II pro vliechna

x E (a .b) a v§echna n ,

01 pro kazdj interval <ex,;9 > , a ,,;;; ex ,!5;3 ~ b plat!

19

lim J lln = 0 • ()D)
7f -i'OO IX.

Potom pro ka!doufunkci l' E ~ (a.b) a ka!dj interval

IJ

lim J1'.8".=O.
?l"'OO a

Je-li nav!c konvergence v ()D) stejnomllrn4 vzhledem k

la '" ex "" ;3 :; bl, plat! i (4D) atejnoml\mll v IX,1l
IX, ;1

la 0;; ex ~;9 .,; b/.
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r-;6vOd k dl\kazu fprov6dlljts podrobne/:

je

6> 0 •

• L. aL.A "" b I

-.ן

M11 t - g I < f
a

af Necht f E :t(a,b) ,necht je Mno

Podle 8,70 existuje fUnkce g lelementarni jednoduch8 fUnkcel....
tvaru g = L <X-j • cr ' lode r j , C (s ,b) jsou disjunktni

j-'1 j
intervaly, pro nil

.4-

JI1'-g/<..L
IZ 2M

bl Jsou-li a • 11 libovoln6 l!isla,

.4-

,;;) i ; ~ l!f11 f - g I . 1~ I ,,;;;
IZ

" .
I I

cf Mle je

13 1>/. 1>/.-

Ij g.~ 1= I~ IX j • J~I ,,;;; L /<X-./ • IJ~I'" J-'1 Ij /='1 J I,
J-

d/ VyuUjeme-li odhsdu
,Q ,(J 4

II f·gn I~ I/(1' - g) .~ I + Jg
~IX

dostaneme ibned tvrzeni~ ,

...

, ,

jD V.2.1
Bu1l. Q < 1 < + 00 ,bud l' fUnkce de1'inovan6 v ce14m El s periodou

L a necht f E ;e (0, -l) • Definujm~ l!isla a k , bk podls (2D) •

Potom lim a
k

= lim bk =0 •
k-t-oo k~oo

r;OuUjts D V.l ~

ID V.3·1

! ,'j Bud -00 ~ a < b ~ +00
.~

, " .,

/.Ya "'" a "'"
.L. b je

, f E ;;C (a ,b) • Potom pro

lim
t-t'+OO

IJ

J f(x) cos tx dx =lim
« t~+~

r3

j 1'(x) sin tx dx =0 ,
(J(

p~il!.m! konvergence je stejnomllrna .zhledem k

a "'" a L. ~ .L. b. DokaUe.!

II PouUjts D V.I :J

pro
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