Dodatek.

V tomto dodatku jsou uvedeny ve formd cvifeni n&které dlleiité vity, které
doplnujf ziskené znalostli o Lebesgueov& integrdlu a mire. Dikazy Jsou v&tiinou

pouze naznaZeny; pfi studiu je provédsjte podfobné. V3echny vysledky Jjsou formu-
lovdny pro Lebeagueﬁvfintegrél v sukleidovskénm »r - rozmérném-ﬁroatoru E, .

V celén dodatku bude proto stdle Z=C, apro £ € Z Je Af Riemanntv inte-
grél z funkce £  p¥es Ep s symbolem ¢ znalime eukleidovskou /¥i jinou s nf
ekvivalentni/ metriku v E, .

DI .| Charakteristika nékterych tifid funkci, Baireovy funkce.

Pﬁwmhem@wem@wd@mmhmmﬂm GC% mnmﬁéﬂwﬂﬁ,
Jestlile pro ka%dé x € G existule takové £ > 0, fe y € G Xkdykoliv
YEE, a @ (x9) <& tj.-jestiize mnoZina G obsahuje s ka%dym svym
bodem i n¥které jeho okolf. MnoZinu F C E, nazveme uzavienou, je-ll mnoZina

‘E, - F oteviend, Jak znémo, sjednoceni libovolného systému oteviénych mnoZin
a prinik koneZného systému otevienjch mnoZin Je oteviéné mno¥ina ; sjednoceni
kone&ného po&tu uzavienych mndﬁin a prinik 1ibovolného systému uzavienych mnoZin
je uzavrfend mnoZina ; E, a prézdnd mnofina jsou soulasné uzaviené i otevi‘ené
mno¥iny.

Zaveﬁpé nyni melé zobecnZni. Je-1i M C E, libovolnd mnoZina, nazveme mno—
Zinu G C M otevienou v mnoZind M _/krdtce : v M /, jestliZe ke kaZ&ému x € G
existuje &£ >0 takové, Ze je-1i y € M, ©(x,y)< & o, Je také y € G .
MnoZfinu F ¢ M nazveme uzavfenou v mnofing M , Je-li mnoZina M - F otevirend
v mnoziné.:u + ‘MnoZina oteviend je tedy mnoZina oteviend v E, ; obdobn¥ pro

uzaviené mnoZiny.

DI.,1.|

usuﬁ MCE, . .
a/ Mnoiin# Glcf M je oteviend v M , prdvé kdyf existuje mnofina G C Er
oteviend v E, takovd, e Gy =G N M, Obdobné tvrzeni plati pro mno-
| Ziny uzgvfené v M, DokaZte !

 Ui(;Sjadppceni libovolného systému a prinik kone&ného systému mnoZin otevie-
nych v M Jje mnoZina oteviend v M . Sjednoceni koneiného systému a pri-
nik 1libovelného systému mnoZin uzavienyeh v M Jo mnoZina uzaviensd v M .

Dokaite !
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¢/ Prézdné mnoZina a mnoZina M jsou soudasnd oteviené i uzaviené v M .

Pomoci uzavienyjch a otevitenych mnoZin lze zajimavym zpﬁaobeni charakterisovat
spojité a polospojité /viz definici na str. 23 / funkce. DokaZte ndsledu~

jilct tvrzeni.

DI

.2.

Bud MCE,, f bul funkce definované na mnoZin M a lkonelnd.
Potom plati:

a/ f Jje spojitd v mnoZin¥ M /tj. £ Je spojitd v kaidém bod¥ mnoZiny M
vzhledem k této mnofing / < pro libovolnou otevienou mnoZinu
GCE, JjemnoZina {x€M; £(x) € G} =Mn 1 (G oteviend

v mnoZingé M ,
b/ £ je spojitdv M < pro kaZdé a € E, Jjeou mnoZiny
{xEM;f(x))a},{xéM;f(x)(a}
| otevienéd v M ,
¢/ £ Jje spojitda v M < pro kafdé ¢ € E, Jjsou mno%iny
{xeu; 20 2 ¢}, {xecu; £ < ¢}

uzaviend v M ,

DI.

3.

Bud M CE,, f bul funkce definovand na mnofind M .

Potom plati:
a/ f je polospojitd zdola /resp. shora/ v mno¥inzd M <& pro kazdé
a €E, Jemnoiina {y € M; £(y) > a }  /resp. mozina
{yGM; fly)y < a}/ oteviend v M ,
b/ f je polospoJitd zdola /resp. shora/ v M <& pro ka¥dé ¢ € E,
je mnoZina {y € M; f£f(y) < c} /regp. mnoZina
{yeu;f(y)Zc}/ uzaviend v M .,

DI.

4.

Tvrzeni, kterd jsou uvedena v D I.2 a D I.3 zdstanou v platnosti, omezi-
me~1l1l se pouze na raciondlni hodnoty a &1 c .

DokaZte !

Obecn#ji, bud N CE, , E; =N /uzévér mno¥iny N /, tj. bud N bustd

v E, . Potom v tvrzenich uvedenych v D I.2 av D I.3 stadi uvaZovat
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pouze hodnoty a € N &1 c € N .

DokaZte !

llPouiijte vztahl

{yem; f(y)aa}=ﬂ(_€\N {yem; sty =20}
A

a pod._u
Bud nyni N C E., N ¢ a bud f funkce definovens na mno%in N . Pro
ke’dé x €N akatdé O > O poloime

{x) = 8w {y) () = inf £y .
73 Plx Y o 3 O,y
JeN JeN

Pro pevné x € N je funkce % (x) nekleasjici, funkce ¥ (x) ne-
rostoucf pro O € (0,#00 ). Pro kazdé x € N existujf tedy limity

Mf,N (x) = lim % (x) , mf,N (x) =Jl_:’13 3%‘.(::) .

>0, +

Funkce M s TP, N se nazjva horni, resp. dolni Baireova funkce
£,N f,N - ‘

/pFislusnd k funkei f & mno¥ind N /.
Doka%te ndsledujici tvrzeni.

D 1.6.

Bud f funkce definovend ne mnofint NCE ., N#¢, budte l[ = Mf.'N ,
R = mf,N p¥ialudné Baireovy funkce.
Poton pro kafdé x € N plati:
a/ mlx) = flx) € Mx) ,
b/ funkee M Je polospojitd shora v bodé =x /vzhledem k N /,
funkce m Jje polospojité zdola v bod® x /vzhledem k N /
ﬂ_;ouﬁ.jte definict polospojitosti na atr.23 | ’

¢/ f je shora polospojitd v bod® x /vzhledem k N /, prévé kdyZ
f(x) = M(x) ; f Jje zdola polospojitd v bodZ x /vzhledem k N/,
préve kdyz £(x) = n(x),

4/ Jje-1l1 f konednd v bodéd x, je £ spojitd v bodd® x /vzhledem
k N/, pravé kdy: mi{x) =M{x) /= f(x) /,

e/ bud g polospojitd shora v N /vzhledem k N /,
FL g<€ N0 = g=M; bud g polospojitd zdola v N
/vzhledemk N/ , m< g< f = g=m.

- 261 -



Uvedme jeSts vyslovng dlileZitou charakterisaci m&fitelnych funkei.

D Ic?-

Bud M € 7%, . Potom f €A, , prévé kdy pro kazdé a € B, Jjest
{xGM; £f(x) > a}E ., .
”_Dﬁkaz viz ve skriptech I.Jerny - J.Ma#fk, Integréln{ polet I , 4. kapi-
tola &i provedte podle 8,31. Viz té% 7,35 & 8,40 . |
Na zdkladZ této dble¥ité vity lze snadno dokdzat ndsledujici vztahy /viz té%
Ts24 a 7,23/,

b I1.8.

a/ Necht £ € AM , kde M € 77, . Potom pro funkce

% (x) = sup £,(0) %, (x) =Ri..1:1;?z £, (x) ,

A=12,... ) 2,

%, (x) = 1im sup fn(x) iim (sup fm(x) )

">+ n-axX ma’!’?lﬂ',_,_

%, {(x) = lim inf fn(x) lim (inf £, x )

”+ 00 NH00 Man nH7.0
platt % € A, / 351,2,3,4/,
b/ je=li f£(x) =a € E; pro viechna x € M, jest f € /IM ,

¢/ je=1i f,g,hE/].M , £ & g konedné, je

{ze M; [f(x)-g(x)l} h(x)'}e ??fr» .

V3echny dikazy provedte podrobnd.

D I.gl

Bud N € 97/, , necht f Je funkce definovand na mnoZind N .
Poton Mgy €Ay, mey € . DokaZte !

" PouZijte DI.6 , DI.7T, DI.3 a toho, Ze mnoZiny oteviené v N
Jsou méi‘itelné_Jl .

Pozndmka .

Uv&domte si prekvapivost tvrzeni{ D I,9 a D I.6b . O funkeci f nepfedpo-
klédime toti¥ wibec nic /miZ%e tedy byt i nemdfitelnd ! /.

Jiny piekvapujici vysledek tohoto druhu je uveden v knige V.Jamﬂ-, Integrdl-
ni potet II, véta 87 .
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D I1.| Jegorovova & Luzinova viéta.

Za jimavou vlastnost m&¥itelnyech funkei uvddf Jegorovova vita /viz také
V.Jarnik, Integrdlni podet II, kap. II, § 2/:

D 11.1.

Necht M € 7%, , M <+ Bud f ¢/, poslounost funkei
konednych skoro viude v M , nechl 1im £, = f existuje skoro viude v M

R+ 00

a funkce f je gkoro vi3ude v. M koneé&nd.

Potom ke kaZdému € > 0 existuje méFitelnd mnoZina N C M takovd,
fe r N < & 8 limf =f ste jnomdrné v mno%ind M - N . DokaZte !
n-»00

[ Névod k dlikazu:

a/ existuje NCM, #&.Ny =0 tak, Je pro x € M - N; jsou

£(x) , £(x) /n=1,2,.../ koneind ¥isla a im £.(x) = £(x) ,

b/ pro pfirozend m a k bud

Nm,k = {'x cEM¥ - Nl H ﬂngnlfn(X) - f(X)I > %}’

Jest

N é |

i,k ., , LR

pro vSechna p¥irozend m,k /pouZijte D I.8 /,
oo

'HQ Nm|k

=g

pro ka%dé prfirozené k , a tedy i 1im C“rmm,k) =0,

m-yoo

e/ je-li £ > 0, zvolme pro kaZdé piirozené Xk pirirozenéd &islo

m tok , Ze
(a”'(_Nmksk) < 'fi" 3
poloZime-1i N = Nlug Nmk,k y Jest
N < E a lim £ =f stejnomdrné v M - N . |

D II.2.

Budte spln&ny pPedpoklady Jegorovovy vity. Potom lze ke kaZdému E> 0
nalézt otevienou mnoZinu N tak, e o, N ( & a u]:’ig f, = f satejno-
méerné v M - N

[ pousijte 7,19 - 2/ & 7,20 | .
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Jegorovova véta tedy Fikd, ¥e posloupnosti mé#fitelnych funkci, které kon-

verguji skoro viude ke kone&né funkci, se chovajil "velmi rozumnd”, odhléd-
neme-1i od mnoZin, jejich% miru lze volit libovolné malou. Tvrzeni Jegoro-

vovy v&ty nelze podstatnd zesilit.

D II.3.

Pro libovolné pfirozené n bud fn(O) = ;n(%) = fn(].) =0, £ (53;—) =n

- 1 1 1 1
& fn bud 1lineérni v intervalech ¢ O, é‘;‘) ’ n ! o >, <_;1... '1>.

Ze jmd ”lig £f =0 v <{0,1> . Ovéite na tomto priklad¥ Jegorovovu vétu

& ukaite, Ze pro %4dnou mnoZimu N C <{0,1> , %N =0 neni konver-
gence posloupnosti £, k funkci identicky rovné nule stejnomirnd na mnoZi-

nég (0,1 -N.

D I1.4.

UkaZfte, Ze pifedpoklad (“7—” { + 00 nelze v Jegorovové v&té vynechat.
Jegorovova v&ta napovidd, Ze mife byt uZitetné vydetiovat m&Ffitelné funkce
8 odhlédnutim mnoZin, jejichZ mira je mald. Skutedné, lze dokédzat ndsledu-

Jilei Luzinova vétu.

D II.5.

Bod M€ 7%, , £€/A, , £ konetnd skoro véude v M . Potom ke
kaZdému € > 0 existuje m&Fitelnd mno%¥ina N C ¥ , %, N < & ta-
kovd, e f Je spojitd na mno¥in® M - N /yzhledemk M - N /.

I Ndvod k dikazu @

1/ Bud ne jorve (a.rll <+ o ,
a/ existuje posloupnost funkef fn €z, £,—> £

b/ k danému £ > 0 existuje dle Jegorovovy véty méfitelnd mnoZina
NCM, K& takové, Ze f, —> I stejoomdmd v M -N ,

¢/ funkce f Je spojitd na mnoZinZ M - N
/vzhledem k¥ M - N /.

2/ Je=11 (“'ru = + 00 y 0 CE < 1, bud pro ka2dé piirozend

n M, , resp. H,  moZina vlech x = [’1""’:‘1‘] € M takovych, Ze
I xdl = n pro viechna j = 1,2,...,r ,

resp. | xJ] = n  pro alespon jedno J = 1,2,...,T .
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Z¥e jma M { +© , C“‘rnn=°
/nakreslete si uvedené mnoZiny nap¥. pro n =1,2,3 /.
PouZi jeme nyni dokédzanou &ést tvrzeni na funkcli f , mnoZinu ¥, a &islo

"'&3 . Existuje tedy pro kaidé piirozené n méfitelnd mnoZina N, C Moo

2

4Ny < -f;; takovd, %e funkce f Jje spojitd na mnoZind M - N_
/vzhledem k této mnoZin&/. PoloXime-li nyni N = (“g N, U Q1 Hn) N M,
Jo NCM méfitelnd mnoZina, xN < & a gnadno zjistime, ¥e f

je spojité na mno¥ind M = N /vzhledem k této mnoZind /. _|

D Il.6.

V Luzinové v&té lze poZadovat, aby mnoZina N byla oteviend.
DokaZte !

” Poufijte 7,19 - 2/ & 7,20 .|
l D II.7.

Jiny dlkaz Luzinovy véty /bez pouZiti Jegorovovy viéty, provedte podrobnd!/.
Budte splnény predpoklady D II.5 , nechi UM { + .

a/ Bud {rn}

[+
n=1 posloupnost vSech raciondlnich ¥isel ; mnoZiny

An'-:{xém; f((x) = rn} ’ Bn={x€hl; f(x)érn}

jsou m&fitelné /D I.8 /.

b/ Bud £ > 0 ; existuji uzaviené mnoZiny F, & G tak, Ze

(92 &
Aplig =T T 0 By -Gy < Fh

pouZijte 7,20c¢/.

00 o0
= - ) &
¢/ Bud P = 11k=)1(,txm_--r‘m) » Q= nk.__)1 (B, - Gy) 5 do 4, P<¥,
&
C“?‘Q‘(‘Z- .
4/ PoloZme N =P U Q , Jje G('rn< & } pro ka%tdé n Je
{xeu-v; £ € 5 }= W-MaB =0,nE-],

{xeM-N; o) 2 r }= M- N A =F, 0 (M-N .
e/ Funkce F Jje spojitd na mnoZind M - N /D I.4/.

£/ Je=1i (Upl =+ , postupujeme jako v DII.S5.
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D III.| ExistenZnf v&ta pro Riemanniv integrédl. Jordan-Pesndv objem.

V prednésce o Lebasgueovd integrdlu byla bez dikazu uvedena ndsledujici da-
leZitd vita /viz véty 49 a 57/, které pochdzi od Lebesguea.

D III.l.

Bud f omezend funkce na kompaktnim intervalu I C E,. . Potom Riemanniv
integrdl (R) 1[ f existuje, prévé kdy% mnoZina bodl nespojitosti funkce
f v intervalu I /spojitost chipeme vzhledem k¥ I/ mé r - rozmirnou
Lebesgueovu mirv -ula.

Dodatek : existuje-li (R)/f , existuje 1 (L)[f a platf
_— I
w /e = w /[ z.
I I
Dikez lze provést nédsledujicim zplgobem /provedte podrobné viechny krdky!/ :
a/pro x € I bud Mx) = Mf,I(x)’ m(x) = mf,I {x)
/viz Balerovy funkce v DI /,
b/ jest méféu;me/lI ,ue/lI
/viz DI.6, DI.9/, '

n

e/ je-1i D = {Jk} déleni intervalu I , definujme funkece é » & %

k=1

vztahy:
- i _ i o
@, (x) J’?gk 7§y 5, %X y:t_ni £2(y)  Je=li x € Jp =1Int g,
T
B = B =0 -t x€1- L),

&/ Pe, y Be /nept. dle D I.7 /

1
e/ je=1i |f£(x)} £ K pro vechna x € I , kde K€ E, ,

jo - |mn| = x, |mw| =<k, &, (o] = x,

I%(xllé K, tedy m,M,%,gSDeij

£/ $p<m, P = M skoro vude v I,
: 3
g/ (L) [559 P2 o LI NNRE S

N
2 1nf 2(y) . =
k=1 yel, - &l = el

s (£,D) ,

S!

T
wd
L}

/horni a dolni soudet prfisludingy k funkei f a dileni D / ’

h/  je-1i D, posloupnost adleni intervalu I , jejichZ norma konverguje
k nule pro n — + o &
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i/

h74

k/

Pozndmka .

im i = .
11_.’003 ( n,f) (R) {f ’

- 0O

Jo lim @ = M skoro viude v I /odtud dostévéme zmovu, Ze
n . .
M€ :CI / , tedy podle Lebesgusovy vity

lim (1) IngDn = (L) If X,

podle g/ a h/ dostaneme

(R)jf= (L)[ll

a obdobnym zpisobem dokdZeme také

r(R)T\_/‘f = (L).I/m ’

protoZe m = £ < N , Je

(n)lfr=(L)fms(L>i[fs(L>[r é_ch/usca)Iff,

z této nerovnosti dostaneme ihned tvrzeni dodatku,

(R)_‘./f=(R) .I/.f. nagtane dle Jj/ , prévé kdyi (L)[(H-m)so
I _
a odtud dostévéme vzhledem k nerovnosti m < M a vshledem k D I.6d

tvrzeni.

Bud M C E

» » M omezend mnoZina. ProtoZe nosil funkce oy /podle

definice v 7,25 !1/ je mno¥ina M , existuje kompakinf interval I C E|
takovy, fe pro x € B, ~I Je ou(x) =0 . Snadno zjistime, Ze hodnoty

{R)I./c:an ’ resp. (R)_i._/cl

nezévisi na volbd intervalu I . Tato &igla obvykle nasyvéme ynpijis{, reap.
vniténi Jordan - Peandv objem mnofiny M . Jeou-1li stejnd /tj. Je-li
charakteristickdé funkce mno¥iny K Riemannovsky integrovatelns/, hovorime
také o Jordan - Peanovd objemu mnoZiny M . |

D IIIl.Z2.

MnoZina M C Er a4 Jordsn - Peandv objem, prdvé kdy%¥ Je omezens a jeji

hranice nd Lebsagusovu miru nula. Dokafte !

/Pou¥ijte D III.,l./ Jordan-Peandiv objem Jje v tomto piipad¥ roven Ca,’_ll ,
tj. specislnd M € 7%,..

/Viz té% pr. 8,52 a 8,53 !/.

- 267 -



e
D III.3.|

Bul M C E, omezend mnoZina. Potom vngjsi Jordan - Peandv objem mnoiny
il
M Jje roven infimu vdech &lsel tvaru Z; (u,r(I :]) y kde I,,I5,e..,1,

je libovolny konelny systém kompakmich.intervalﬁ, pro néZ plati

n

1,0 m.
i=1
DokaZte !
Formulujte a dokaZite pifsluSné tvrzeni pro wvnitfni Jordan - Peaniv objem !

D ITi.4.

Bul M C E_ . Potom vn3jst Lebe sgueova nira (ﬁ’ru mno¥iny M je rovna
infimu vSech &fsel tvaru ; (4T, kde I;,T5,e0eeess Jo libovolné
posloupnost kompaktnich intexfralﬁ, pro ni% plati ;g I 3 J M . DokaZte !
H_Pouﬁjte vétu 55 & 7,19 a toho, Ze kadou otevienou mnoZinu lze vy-

Jédrit jako sjednoceni spodetndéhe aystému nepPekryvajicich se kompakt-
nich intervald. Viz téz 5,5 /. |

Pozn .

1/ Tvrzen{ D III,3 a D III.4 ndzorné ukazujl rozdfl mezi vné&jdim
Jordan - Peanovym objemem a vnéjii Lebesgueovou mirou a tedy v podsta-
t3 také mezl Riemannovym a Lebesgueovym integrdlem.

2/ Jiny atkaz tvrzeni D III.1 a podrobné jéi informaci o pi¥ilehlych
otéizkdch lze nalézt v knize V.Jarnik, Integrdlni polet II , kesp. XI .

D IV. | Absolutni spojitost lLebesgueova integrdlu.

Z teorie Riemannova nebo Newtonova /pfipedn® zobecn&ného Newtonova/ inte-
grilu je znémé toto tvrzent :

“neeht -0 < a ¢ b < + 0© & nechf existuje Riemanniv /Newtonfv
nebo zobecndny Newtoniv ‘)/ integrél

+
x / zw at ,

a
potom funkce ! £(t) dt a ﬂ( t) 4t Jjsou spojité funkee prom#nné
x v intervalu (a,b) /viz té% vita 66, poznémka 3,14/.

- Pro Lebesgueliv integrdl lze dokézat dokonce tzv. Absolutni spojitost.
Uvedme nejd¥ive nédsledujici tvrzeni.

=) V pfipadé zobeecndného Newtonova nebo Newtonova integrdlu miZeme pFipustit
i hodnoty a = - oo g b=+ 00 .
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D IV.1l.

D Iv.z2.

Doka¥%te tvrzeni uvedené v D IV.1l

Neecht M € 7%, , £ € ,‘z‘fM . Potom ke kafdému

£ > 0 existuje
d> o tak, Ze plati

NC M, NEO,., (u.,,N<é‘=>1ff‘<£
N

“ Ndvod k dikazu :

a/ |g] € £ /vita 44/,
b/ bud pro n pFirozené £ =min ( |£] ,n); potom
£, € :sz /viz cvitent 8,27 , 8,28 / , £ _7 |f|

a tedy /Leviho v&ta/

Mff,./’M/lfl ,

¢/ Jje-li &> 0, existuje n, tak, Ze
= &
f| - = - b

Mfcl] ) M/lfl M/no<1r ’

a/ vad & = =% et NCU, Ne T )
2n, y e ) ry (%NS ’
potom je
¢ [iee [ - :

| (fo[_{lﬂ N(Ifl fn°)+/fno<.2.+ “o&“r“‘(a_‘ll

sporem !

| Existuje € > O a mnoziny N_C M, N€ ,., k=1,,...
tak, Ze (lLrNk<~£k— a f]f[Z [N
Nk

o o0
Bud N = () N, . Je te N=0,
=1 kgn, o:f y Hr
Ozna¥{me-1i P, = kL=)‘n. Ny D Ny,
\ oo
je PL€ ., Py D Py D ..ies, N= an.

+

ProtoZe f|f| <
'p
1

0= £l = ln J iel
N - 00 »
cof je spor s f le| 2 f £ 2 & -
-PTL N‘l‘l.-
Bud nyni -0 ¢ a ¢ b ( + 00 a bud F funkce definovand na
intervalu {a,b> . Budeme ¥{kat, %e F Je absolutn® spojitd v inter-
valu (a,b) , jestliZe ke ka¥dému € > O existuje O > O tak,
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%e pro ka%idy konedny systém &isel

.
pro n&ji platd 2 (b, -ap) <. 8 ’
d;'-'/ J J

platl také

]
- - E’ L]
j*; l F(b;) F(BJ) < |
Funkce absolutné spojitd v intervalu <da,b> Jje z¥e jmd® také ate jnom&rné

spo Jité /staéf volit n=1/a tedy také spojitd v intervalu d({a,b) .

D IV.3.

Nechf -o00 < a < b { +00 , reeﬁ(a'b), K € E -
Potom funkce F ,

F(x) = aL/'f(t) at + K

/tzv. neurdity Lebesguedv integrdl funkce f /
je absolutn® spojitd v intervalu <a,b> . DokaZte !

"—ejmé L 4 6 ﬁé( ) pro libovolné x € <{a,b)> ,
’ .
pro N = JE»; <ad’b3> , kde & = al_‘snbléaz = e
oooéané bnéb Je (‘LfN"_' Jg(bd"aj)
a pI‘O J = 1,2,..0' n Je
4
‘l?(b)-i‘(a)[= /f(t) dt,éf]f(t),] a
y % .
7
tJ. ,F(b) —F(ad), / [0 at
#=7 N

stad{ tedy poufft D IV.1. |

D 1Iv.4.

Doka%te, Ze tvrzen{ D IV.1l neplati, nahradime-li Lebesguedv integral
Newtonovym neb zobecnénym Newtonov;?m integrdlem !
H_B;& F(x) = x° cos -%— pro x €40, 7> , F0) =
Potom funkce F Jje primitivni funkef k funkei £ = F' v intervalu
{0, 7> .
Pro ke%dé pfirozené K viak je

l ( __) = (--——-——l-u----)l = ...}_. + 1
VET Y KT (K+1) T

Pro libovolnd pfirozend ¥f{sla m & n , m > n je tedy
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o

1 1 1 1 1
- = - <
Kﬂzﬂ. VET /(Kﬂ.)?f) 1£'%.4 ¥ (m) T /a7
a
”m . nt.
2 | r(—2= -F(—l—>[=lzcl+-1—)>l > .
Llh rERl R e L

Odtud ihned dostaneme /harmonickd rada/ y 2¢ T neni sbsolutnd spoJitd
v intervalu <0, 7)> . _|

Poznémka.

Tvrzeni uvedené v D IV,3 1lze formulovat také slovy: neurdity lebeaguedv
integral je funkce ahaolutn® spoJjitd. Naskytd se p¥irozend opaénd otdzka.

Budl -oc0¢a ¢ b < +o0 a bud' F funkce absolutnd spojitd v (a,b).
Ex.stuje potor funkce £ € z"('a,b) tak, aby'pro vdechna x € {a,b>
platilo \

X
Fx = / £t at+x,

: a

kde X je vhodnd konstanta 7 Odpovéd ddvé ndsledujici véta /viz V.Jarnik,
Integrélni podet II , v&ta 94 /.

Nech¥ -00 ¢ a ¢ b ¢ + 00 a necht funkce F je absolutnd
spojit4d v intervalu <(a,b > . Potom pro skoro vdechna x € <(a,b)
existuje vlastnf derivace F (x) , jest F'€ Z(a'b) a existuje takovd
konastanta K € El s Ze pro kaZdé x € {a,b) plats ‘

. X
F(x) = af F'(t) dt + K .

Na zéklgds této v&ty dokaZte ndsledujfci vétu.

D IV.5.

Budl -oc0o<a ¢ b ( +00 ,
a/ Je-1li F absolutn® apojitéd funkee v intervalu ¢ a,b> ’
F'=0 skoro vBude v {(a,b> , potom F Je konstantnf v <{a,b).
b/ Tvrzeni uvedené v 'a/ neplati, nahradime-li slova absolutn¥® spojitd
slovy spojitd /viz cvident 8,71 /.

D IvV.s.

Bud ~o0¢a ( b { +00 ,

X
a/ Necht € x(a,b) 8 nech¥ '.a/ % (1) at = 0 pro viechna
x €{a,b> . Potom ¢’ =0 sgkoro véude v <{a,b) .
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H_B;au={x€(a,b); @ (x) > o}, necht M > 0.
Podle 7,20 existuje uzaviend mnoZina F C M, %« F > 0.
ProtoZe (a,b) =~ F Jje sjednoceni spofetného systému otevitenych
intervall, Je f ¥ =0, cof je spor . |

b/ Bud f funkce :efinované ‘gkoro v3ude v ({a,b) .
Potom f € :ﬁ(a’b) s Prévé kdyZ existuje funkce F absolutnd spo-
jitd v {a,b) takovéd, Ze F'= £ skoro vludev d(a,b)> .
Potom Je 4 ’
J #0 ar = Fo) - Fa) .

“_P—ouzi.,,o D IV.6a a v&tu uvedenou pFed D IV.5 ._]]

Pozndmka.

DV.

Posledni tvrzeni uddvéd viastnd tzv. degkriptivn{ definici Lebesgueova:.
integrdlu pomoci jistého daliiho zobecndni pojmu primitivni funkce. Tvrze-
n{ D IV.5a zaruluje nezédvisloat této definice na volb& funkcé F , tvrze-
ni D IV.5bp ukazuje, Ze pFedpoklad absolutni spojltostl nelze nahradit

pouze spojitoatdl.

Riemann - Lebesgueova véta o lokalisaci.

V tretim semestru studia Jje probirdna elementdrni teorie Fourierovych fad
/viz skripta V.Jarnfk, Matematickd analysa pro tieti semestr, kep. III,

§ 7/. Pomoci Lebesgueova integrdlu lze zavést Fourierovy Fady pro obecndj-
51 t¥{dy funkef.

Bud 0 ( £ +00  anechf funkee £ Jo definovéna v celém E,
»
a mé periodu £ /tj. f{x+ £ ) = 2(x) pro ka3dé x € E, /. Nechi ddle
£ € L,y Je tedy také f € :C(a’b) pro libovolnd a,b € E, ,
a ¢{ b ; odivodn#te ! /. Funkci f mi¥eme pFifadit jeji Fourierovu #adu
1 S 267 x

2k x
- 5a,*t g (akeosT +bka:l.n——2—) ' (1D)

kde ¥{sla a,  a b, Jjsou d4na vztahy /¢ Jje libovolné redlné &islo /

» XY 4
ay = 7 £(x) cos 2k}"x dax , k = 0,1,2,...
[ (2D)
e+t

_2 ’ 2k 7 -
bk -z ‘&/\ f(x) ain —2_‘ ax I k 1,2,--.0

/uka%ite, Ze integrdly existujf ! /.

Je nyni pfirozené zajimat se o ndsledujici otézky: kdy Fada (1)
konverguje, kdy konverguje stejnomrni a jakj Je jeji soudet. Vyhovujfcf
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odpovdd ddvé ndsledujizi Dirichlet - Jordanova v&ta.

Bud 0 ¢ .2 ¢ +00 ,bud f definovand v celém E a necht f mé
periodu 4 .Necht -0 ¢ a8 ¢ b ¢ +00 a nechf f mé v inter-
valu <(a,b)> konelnou variaci "/.

Potom plati:

1. V keZdém bod2 x € (a,b) Jje Fourierova Fada (1D) funkce

konvergentni a mid soulet

+ -
1im £(x+h) £(x=h)
h= 0, 2

/je-1i tedy f spojitd v bodd x , Je soudet Fady f£(x) /.

2. Je=1i navic f apojitd v {a,b) , je jeji{ Fourierova Fada ste jno-
mérné konvergentn{ v ka%dénm intervalu (&, > C (a,b) .

Dikaz této vdty /a Fadu daldich vdt, které se tykaji Fourierovych Fad/
1ze nalégt v knize V.Jarnik, Integrdlnf po%et II , kap. XIII. Cely text
prvich Sesti paragrafl této kapitoly lze studovat bez podrobné znaslosti
pfedchozich kapitol, tj. bez ohledu na to, znéme-1i Lebesgueldv integra).
zavedeny na zdéklad$ Daniellovy metody nebo jinym zplsobem. Uvedme proto
jen jednoduss{ dlkaz tzv. Riemann - Lebeagueovy v&ty o lokalisaci.

D v.l.

Bud -0 € a ¢ b £ +0 , Bud g, /n = 1,2,... / posloupnost
funkei definovanych na intervalu (a,b) , necht

. . kn%dé

o o€ Mgy ProtmEds

b/ existuje konstanta M € B, tak, Ze ]gn(x)l < M pro viechna
x € (a,b) a vS3echna n ,

¢/ pro keidjy interval <o, /Ad)> , a £ a <4< b platl

2
nl}g /311 = 0. (3p)
, o
Potom pro kajdou funkei £ € X (, yy @ keidf interval

CX.3> € <a,p> Jje
A

11m ff.gn-'-o. (4D)

nar00 ¥
Je-1i navic konvergence v (3p) stejnom¥rné vzhledem k «, Vs
/lafa <= 4 = b/, plati i (4) stejnomérnd v &, 4 /a<a <48 < v/.

w/ Viz V,Jarnik, Diferencidlni poet II, kap. V, $9; tento poZfmdavek znamend toté:
Jjako existence dvou koneinych a neklesajicich funkci 1’1 . fz v {a,b> takevych,
e £=f -, v (8,b> .
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e

D v.2.

D v.3.

[ Navoa k atikazu /provédd jte podrobné/:

a/ Necht £ € L, 4y necht je ddno &> 0.
]
Podle 8,70 existuje funkce g /elementérni jednoduchd funkece/
-

tvaru g = J; OC.J . cIj s kde Ij c (a,_b) Jaou. disjunktni
intervaly, pro niZ

/lf-sl<—€’— :

b/ Jsou-11 « & 7 1libovolnd &fsla, a £ a =439 < b, Jje

~ . £ 2
i&/(: g)f.gnléh/lf-g].[gn]_é MJ[f-s[< ..g»_ )

¢/ Déle Jje

Seale |5 o fale Sl | [al -

d/ Vyu#i jeme-1i odhadu

V4 V]
&/f-snlé l&/(f-s).gn

dostaneme ihned tvrzeni ._H

-+

Bud 6 < / < + 00 , bud f funkece definovand v celém E, 8 periodou
£ w&neeht £ € 55(0 2y » Definujme ¥fsla &, , by podle (2p) .

Potom 1lim a, = 11mb =0 .
kao0o Kk K300

[ Poutsjte »v.1 .

Bud -ooéa<bé+00-,fex(ab).l’otmnpro
?
a8 = x = &G =< v Je
1lim ff(x) cos tx dx = lim f(x) sin tx dx = O ,
tr+00 t++00 y
p¥iZemZ konvergence Je stejnom¥rnd vzhledem k @ , 4 pro
a <= a £ O < b. Dokaite.!

ﬂTouithe DVY.1l ._n
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