8. T&28{ pfiklady a problémy

V této kapitole uvedeme rizné - vdtdinou t&231 - pffiledy 1 problémy.
Je jich ﬁbér /rovnd¥ tak i pofadi/ neni nikterak systematicky; jsou uréin_y
pirevAin® pro lepSi studenty se zdjmem o problematiku Lebesgueova integrédlu.

8,1.| Bud z= { £€S(E) ; existujf intervaly (&, , by ) , 1= 1,2,..0,n,

- 00 (algbléaal<b2£...éan<bn<+00 , 8 redlnd
t{sla yl geesy yn tﬂk, Ze f(x) = yi Pro x € <ai’ bi ) '} f(x’ = 0
Jinde v El } .

Tedy systém 2 Je systém vSech elementérnich jednoduchych funkef /viz té%
7,43/ s omezenym nosiZem v Ey . UkaZte; Ze Z tvori zdkladni systém
funkel, tj. jsou splnény axiomy 1, - 3, .

Definujme funkei ¢ v E, takto :

¥(x) =0 pro x {1, ¥(x=1 pro x 2 1.
Na aystému 2Z definujme funkciondl A piedpisem:
Je-li £ € Z, f(x}) =y, pro xe(ai, b; ) , poloZime
_ n _
Af = Ef yi({/?(bi)--so(ai)) .
DokaZte, Ze '
I/ funkciondl A Je jednoznain¥® definovén,
II/ funkciondl A splouje axiomy 4, -6 ,
III/ funkciondl A spliuje axiom 7, .

n n
II1I/ Oznalte I, = ( el l) a uvaZujte posloupnoat fn =c;
n .
charakteristickych funkei intervald I, -

%* %
/ Jak vypadaji systémy zR s zX ¢

8,2, Definujme systém funkei Z stejnd jako v pf. 8,1. Bul <% 1libovolné
spojitd a neklesajici funkce v By «Pro £ € 2Z /f(x) = Yi » Je-li

x € {(a, , b)) / definujeme

L2

Af = ?_:1 7 (P - @) .
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8,3

8,4-

Spliuje funkciondl A4 na 2 axiomy 4, -7, 7 Jestlife ano, zkoumejte,
jak vypadaji systémy Z*, L, A, 77X . Srovnejte té% s teorifi Lebes-
gue - Stieltjesova integrdlu. Co se stane, vynechdme-li pfedpoklad spoji-
toati funkce ¢ & definujemerli

-

A = . i - T
£ ; ¥y 9;;_ % (x) Jr1_3.:55‘:"}‘;0(::))
Bud Z = {f € S(<a,b>) ; £ Jje lomend dra v {a,b> - tJ. edstu-

di to,nco’tn 3 a=t°<t1 < XXX} <tn=b tak' Ze
v kaddén intervalu {4y, Yy,1)> Je £ Linedrnt T

Ukaite, Ze. systém 2 spluuje axiomy 1, - 3, .
Je=14 f € 2 , existuje k funkei f v intervalu (a,b) primitivni
funkce F /pro&t/. Poloime

Af = F(b) - Fla) .

DokaZte, Ze

I/ funkciondl A Je Jednoznadnd definovén,

I1/ funkeiondl A spliuje exiomy 4, =Ty -

* X
Dodatek :

II1/ jak vypadadd systémy Z°, 2, A , 7% ¢

Bud z = { £ € S(B); £ jo lomens %ra v E, , tJ. existujl a,b¢E
tak, Ze
a/ £ Jje lomend ¥ra v {a,b) - viz cvid. 8,3 ,
b/ 2(x) =0 pro x € (~00 , a) Y {b,+00 )}
Dokazte, %e systém 2 splhuje axiomy 1; - 3, .
Je=li f € Z , existuje k funkei f v By primitivni funkce F (prodt),
poloZime

Af = lim F(x) - lim F(x) .
X+-~00

X400

DokaZte, Ze
I/ funkciondl A Je Jjednognainé definovén,
II/ funkciondl A spliuje axiony 4, - 7, .
X % :
Dodatek H
*
I1I/ jak vypadajf systémy 2 , & , A , 72 7
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8,5,

*
8’6.

¥
8,7.

¥
8,8.

Bul (z,A) székladni prostor. Bud
2= {£€S() ; kekatdém € > O existuf funkce
£,, 8, €2 tak, fe $;£L <1, a '
AL, -2p < E ).
Dokafte, Ze:
i/ zczc? .
II/ 2° tvori sékladni systém funkei, tj. splhuje axiomy 1, - 35 .

Definujeme-1i zdkladni prostor (Z,A) jako v p¥. 8,3 Jest

&
z° { £ € 8 (<a,b) ) ; existuje (R)ff} .

Bud (Z,A) zékladn{ prostor. Bud
’z‘={res(r);re£ a f Jje omezend na P}.

DokaZte, Ze
i/ z2¢ ¥,
II/ 2 tvori zékladni systém funkei ,

111/ 2R ¢ {r € YR ; £ je zdola omezend na P } . Na pffklads
ukafte, Ze nemusi platit rovnost.

Bul (2,A) zdkladni prostor. Bud

2 ={rescp); fe ¥ a f jekonend na P}.

DokaZte, Ze
i/ z2¢czCc¥ ,
II/ % tvor{ zékladni systém funkci.
Jak vypadaji systémy %B ’ Zx 2

/adlezité!/,

Bul (2,A) zékladni prostor. Bul 2 systém funkel, ktery spluuje axiomy
1; -3, aprondjiplati 2 C 2 C ¥ . V dlslediu posledni inkluse
mifeme na systému Z definovat funkeiondl a néasledownd :

je-li £ € Z, jJe £€L ; -existuje tedy Af a poloime

AL = Af .
UkeZte, 3o (2,A) Je op8t zékladnf prostor.

353 215
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8,9.

%
8,10.

8,11.

8,12.

Systém Z s funkciondlem A mi¥eme tedy rozsf¥it Daniellovou metodou,
dostaneme systém <& a na ndm funkciondl A .

Dokairte, %o

1 L= 2 ’

I/ te X = Ar=ar.
/0atud je té% vidst, Ze ‘rozéﬁenim (£, A) " podle pF. 6,7 nedostdvé-
me ji% nic nového/. '

UkaZte ndsledujici ekvivalenci axiomu 7;\ /za pPfedpokladu, Ze plati
aﬂomy 12"3z ? 4A-' 6A /o'

| - | -
‘axiom 7, <> [f?fné z , |f|£;-|fn| = Alt] = RZH A]fn|] .
UkaZte, Ze pro libovolnou funkei £ € S(P) jest

o -OO o0 |
Xif|= inf g A|.fn] ) ke f €1, ]f]énz_;lrny.

Predpokldde jue, fe kromd axiomd 1, - 3, , 4, - 7, Je splnén jedt&
dal3f axiom:

adom 8 : £ € Z => mn(£)) € 2

/tzv. Stonelv axion/. Axiom Bé nemusi byt obecn? splnén - viz kuph. .
2,5, 2,6, 2,8 aj. |
Dokaite, Ze potom plé.ti
i/ a 0, £ €2 => min(f,a) € 2,
I/ £€ € = ma(f,be X ,
11/ £ e /L = wma (£, € A .

Bud (2,A) zékladni prostor. Doka%te, Ze
f € £ <  existujl gh € Zn tak, %o

Ag {+00 , Ah { +00 , f =g~ h gk. v8.
Potom z¥ejm® Af ='Ag - Ah .

/0pét jeden ze zplisobl, jak by bylo moZno déﬂnovat integrdl a vyhnout
se piitom definiei horniho a dolnfiho integrélu/.
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8,13.

Ukazte na priklads, %e nemusi vidy byt 2 = 28N zX .

| viz nap#. 8,3 &i proster 2 z p¥. 7,37 v pi¥fpadd jednoduchych funkef
v E . Sro‘vnejte té% s vitou 47 . |

*
8’14-

*Buﬁ Z --{f € 5(<0,1}) ;

£(
XX) Jje spojité v intervalu (0,1)'1-(0)531

*
8,15.

a existuje vlastni lim <1, 2(x } .
X = 0+ oo

UkaZte, Ze pro libovolnou f € Z oxistuje (N) ff(e"t)dt , definujeme
o
tedy o0
AF = (N) / e Yat pro f € Z .
0

UkaZite, Ze (2,A) tvo¥{i zékladni prostor a zkoumejte, Jjak vypadaji systé-
¥
ny Z ’ & ’ A ’ 2/

Oznadme sgymbolem F  aystém vech funkel £ € S(P) y DPro né&Z

~J

Al < v , ti.
f:{féS(P);'R’]f{<+oo}.

Pro libovolnou funkei £ € %  polo¥me Nf =4 £ -4 £ .
DokaZte, %e

v L£CFcsp,

2/ L= N n ¥,

3/t e ¥ , g~ f = g € ¥ ,

4/ nemusi byt FcA eni ¢ & .

UvaZujme nyni mno¥inu S(P) , jejiZ elementy jsou t¥idy ekvivalentnich
funke! z S(P) ; obdobnd buite & , 2 , & mnoZiny, jejich%
elementy jsou t¥fdy funkef ze systémy £ , Z , & . Tedy systém
vBech funkcf S(P) , (resp. systém F , Z7 & £ ) jsme rozddlili
do tfid tak, Ze dvé funkce f,g patil do téZe tididy, prdvd kdy: £ ~ g
(v P). /Uka%te, %e vztah f r~~ g Jje skute®n? ekvivalence/. Pro libovolné
t¥idy § ’ _Yf € 3? definujme

Q‘,(ﬁ,y) = i"ls&-yrlkde 99655, ‘;V‘E}”.

Obdobtné& definujeme

O (P, ) = K|P-¥|ro @ ye F.

Dokaite, %e
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1/ &slo o, ( @, ¥ ) nezévisi na vybsru funkel P 4 Y ze
we § L, Y, b el B, HED YUY
potom X |9 - %] Tle-wl, |

fa)
2/ ( ¥, ©,) Jjei metricky prostor ,
37*( f‘, €,) Jje uplny metricky prostor ,
4/ @; neni metrika na % ,

dek
5/ @ je psevdometrika na % ,

- 4
6/ funkciondl N Je spojity na ¥ , tj. pro libovolnou funkei
£ € F  platf:

V 3V 6(f9)< S = |NF-Ng| s E)

£>0 80 ge¥
7/ £ € 2 => N£=Af,
e/.‘zf={re3”;\7’ 3 d,(f,g)<6}

, £>0 gEZ
[ viz té% lemma v odstavei 2,9 skript I.Serny - J.Mabik,

Integrélni polet I __”
A ) A
9/ uzév¥r mno¥iny Z v prostoru ( F, ©,) Je roven & ,

X%k A .
10/ ( L, ©,) Jje tplny metricky prostor ,

A A
11/ ( £, ©,) Jje uzavienym podprostorem ( x, £, .

¥ X
Dodatek H
A

charakteriau;]te konvergenci v prostoru ( F y ©7) 4 tj. udejte
nutné ¥ postadujict podminky, aby $, —> @ v metrice O,
/4 B, —> 4 v peeudometrice O, / .

8,16.*Bu& A ={Ae?yz-,- A <+00} .

Rekneme, %e dvé mno¥iny A,B C P jesou ekvivalentni /pieme A~ B/,
prévé kdyz mnoZina (A = B) U (B - A) je nulové. Bud ’?L mnoZina,

jeji% elementy jsou t¥fdy ekvivalentnich mnoZin z 70 /ukaite, Ze vztah
A~ B Je skutein& ekvivalence !/.

Pro 1ibovolné dva prvky & ; Bz muozdny 2  /tj. pro libovolné

avé tridy ekvivalentnich mnozin/ polozme @, (8,8) = «(a-B) + «(B-a) =
.= uf(aB) U(B-a)] , xa¢ 4 € X, B€EB.

DAle poloime

G (A,B) = 4(A-B) + w(B=A) = [ (A-B)U (B-a)|  pro ibovolns
AB € L .
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"
8,17.

DokaZte, Ze
. AN ' . - ) -~
1/ ¥iglo @O (A,B) nezdvisi na vjbdru mmofin A,B ze t¥{d 4, B,
-~ .
2/ (2, £, ) Je metricky prostor,
* oA :
3/ (H#, ©,) Je Yplny metricky prostor,

N

4/ pro A€ A, BeB, 8B ed  jest

| wh - uB| = G, (4,B)
/tj. - shruba Fefeno = % Je spojité funkce na prostoru
(?/%, €, /7,
5’; (72, @; ) Je pseudometricky prostor,

*K
6/ posloupnost mnoiin A € 2.  kornverguje k mnofing€ A4 € JC

v pseudometrice O, /tJ. Ma G, (A, 4 4) =0/ , prévé kdy:

Je spln&na nédsledujici podminka:
pro kaidé €2 0 Jje lim Ca.{xéP;

NI
] cAn(x) - cA(x)I > & } =0

/cy Je charekteristické funkce mnoXiny M /.

/viz p¥. 2,18/.

Bud P spodetnd mnofina, necht P = {xl ' X 4 Xy ,....} .

Necht 2 = { £e€S(P); £ je omezend na P }. Pro libovelnou
-
(
£ € 7 definujme Az = L=l
ned 2!1
DokaZte, Ze

1/ (Z,A) tvoii zdkladni prostor,

2/ kaZd4d podmnoZina P je m&F¥itelnd ,

Yeuefm) = 5w

4 wP = 1,

A ‘ .
5/ metricky prostor (X » gD, ) - definici viz v cvileni 8,16 - Je
kompaktni

Fa¥
]] uka¥te, Ze prostor (7 , ©,) Je homeomorfni s Cantorovym dis-
kontinuem C / viz pf. 5,7/ - pro ACP , A=

= {xnl, xnz, xn3 .....}, ) < By (g { secee polofte

2 2
h(A) = 3% + + ;g *eeeo € ¢ |

Sl
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*
8,18. |V tomto cvieni predpoklddejme, %e¢ P € 77 .
Potom plati

x
1/ £ e/l ¢  prokarsé c € B Je {x € P;

f((x) < ¢ } e - viz p#. 8,30 ,
2/ f,gell => f.g el - viz pi. 8,41 .
DokaZfte, %Ze potom také plati nésledujici tvrzeni:
v tged = Al o 2"
1+|f-—g|
|£-g !

4/ WE MM , mM { +© ,f,geﬂ_é#
1+ |f-g |

E zM L
Bud nyni M € & e SR /stéle predpoklddédme P € 774 /.

-~ ~
Definujme mnoZinu A M obdobn¥ jako v p¥. 8,15, tj. A M
ne, jejimiZz prvky jsou tffdy ekvivalentnich funkei (na M). Pro

Q_Sv, }_Z) E_/TM poloZme

Jje mnoZi-

PJ(QS:‘ZV)=AM(IH'=E—), ke £ €O , ge¥ .

DokaZte ddle, Ze

5/ &islo o, ( @ y ¥ ) nezévisi na vybéru funkel f,g ze tF{d
Dy ¥

* ~

4/ ( /LM , 0,) Jje metricky Uplny prostor ,

ET

5/ Jjsou-1li fn € @'n s, £ € @ y potom ﬁn—-—a_@ v metrice
Oy /tde Um0, §,0) =0/ <> prolivovolné £> 0
jest lim Cto{x €M |£x) - fn(x)l\g E } =0 /viz té3
pt. 8,16/, '

Zmé&nila by se ndjak situace, kdybychom nepfedpoklddali P € 2 7

8,19? }Oznaéme symbolem ??Z systém vBech t#1d ekvivalentnich mno%in z 7%

. /dvé mnoZiny A,B jsou ekvivalentni, jestliZe mnoZina (A-B) U (B-A) Je
nulovd -~ viz téZ p¥. 8,16/.

Definujme funkeci ¢ takto:

t € ( 0,4000)=> () =1-¢"",

poloZme navic @ (+00 ) =1,

ey

Pro K,ﬁ € X poloZme

g, &5 = @ Al uea] ), e aci, BEB.
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* %k
.8,20.

¥
8,21.

DokaZte, Ze
AN AN
1/ &islo P‘?(A,B) nezdviei na vybéru mnozZin A,B ze tffd A,B ,

2/ 9% y ©,) je Uplny metricky prostor.
Pro libovolnou mnoZinu M &€ 77£ oznadme symbolem a(M) t¥idu viech
mnoZin ekvivalentnich s mnoZinou M .
Potom plati

3/ AB €W =

a/ e{A U BY = o(A) U e(B) ,
b/ e(A N B) = e(A) N e(B) ,
¢/ e{A=B) = e(A) - e(B) ,

4/ Qefinujeme-1i zobrazen! Fy, F,, Fy =z 7 x P do 7 pred-

pisem
A N
F,(8,8) =RuB=AuB,
A A ~ ) P
Fz(A,B) =ANB=A4NEB,
Valla) Fa) ) ~~
F3(A,B) # A - B = A-B ’

' S )
jsou zobrazent F; , F, , Fy na 9% x 7 /s obvyklou metrikow

spojitd,
5/ predpoklédéme-1i navic P € 7/ a definujeme-1i zobrazeni F,
Pl N\
z dX do J predpisem

Fa) e el P
F,(8) =P =1 =P,

-~

Je F4 spojité na 79 /vée a metrikou p% ! /.

Studujte vzéjemny vzteh Jjednotlivych metrik z prikladd 8,15 - 8,19 /tj.
Je-1i napf. pravda, %fe (@, (E,F) = @ (cg , ¢p) aj./. Studujte téZ kon-
vergenci v jednotlivych prostorech !

Bud déna matice redlnych &f{sel /nekoneZnd/, (u, m)+w
“on,m=v
Predpokldde jme, Ze
00
1/ pro kaZdé n € N fada Z W,.n konverguje absolutné, oznalme
) mef *
vn = MuT %'m ’

2/ pro ka%dé m € N existuje w]-.rigﬂ un.n » oznalme u, -nlilono%’m ’

3/ budto a/ Yo Yei,m PO kazdé m,n anebo

I\

b/|un’m| o pro kadé n € N a vlechna m € N ,
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pfidemi fada > s, konverguje .
oo mat
Poto imv_ = tJ.
° ‘ ™ %—aroo n ﬂg‘l Y 0 J
3 >
1 u = 1lim u .
n->00 mZ-»r n,m m=4 n>00 I,0

Doka%te !

“ VyJd&te ze zdkladniho proetoru ve cvifen{ 2,21 a poufijte Leviho
a Lebesgueovu vétu !

E
8,22.| Bud P zéklednf mnoZina, (3Z,A) zékladni prostor, necht & je aystém

véech funkef na P s koneinym abstraktninm integrélem.
Definujme nyni systém funkc{ ¥ s definisnim oborem P :

£ € W &> pro libovolné funkece g,h € &£
tekové, 2¢ g =0 = h , jest max(g; min(f,h)) ¢ £ .

Poznémka : velmi mnoho autord definuje systém méfitelnyech funkci prévé tim-
to zplaobem; v dal3im uvidime, jaky je vztah systémi A a W .

Funkce ze aystému W nazyve jme pseudom@fitelné.

DokaZte nédsledujici tvrzeni:
vV g€ W, vt = £ €W
2/ £ C W,
i/ £ € W ,ne & , |g|£n = r e & |,

4/ 2. € W , £ —> f kb = £ € W

ﬁouﬁijte Lebesgueovu vétu ” ’

s/ A C W , na priklads 2,10 ukezte, Ze nemusfi byt L = W,

6/ £ € W , a€E = a e W ,

7/ fl,fze’)f =3

a/ max (fy , £5) € W, '
b/ min (f; , £,) € W,
e/ £+ £, € W, wé-11 soudet smysl sak.v.,

8/ £ €W = ¢t e W ,
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*
8,23.

*
8,24.

* ' .
9 f. € W = s;:_pfne’lfl,atnffné’}f‘ ,
ul}gsupfne%/’,‘ lim inf £ € ¥

10/ £ € W ,

NS00 -

g,h € & g§=<f=h = fe£ ,

11/ £ € W, gh € £ = max (g min(f,h) € L

” poloite g; = min(g,0) , h, = max(h,0) a ukaZte, Ze

min(g ,h) = max(g; min{f,h)) = max(g,hl)J .

Definujme nyni systém mnoZin L  takto :

Ae N < e, € W /viz pFedchozi cv. 8,22/.

Mno%iny ze systému S
Dokaite, Ze
1/ systém M tvort
nice 7,2/
I’ pouzi jte vysledid
2/ M nemusi byt
PENM,
” viz napf. 2,5_"

nazjvejme p seudoméPitelné,

(¥ - okruh podmnoZin mnoZiny P /viz defi-

‘pPedchoziho odstavee | ,

0’ -slgebra /viz 7,2/, tj. nemusl byt

3/ N C M, na prikladé ukaite, %e nemusi byt 77 =M .

Piedpokldde jme, %e Deniellovo rozsifeni splnuje jedté daldi axiom,

axiom 9 : existuje funkce g ¢ ¥ tekovd, Ze

0 ¢ glx) =

1 prokaZfdé x € P ,

tj. k axiomim lz - 3z y 4, - Ta piiddme Jestd axiom 9 .

Ukaite, Ze

1/ axiom 9 nemusi byt vidy splnén , tj. pfeandji - existu.ji prostory,

splnujici lz-.:;Z ’

4,~7, a nespliujict axiom 9

[ viz naps. 2,00 |,

2/ plati-1i axiom 9 , potom A = B fviz 8,22/
”buﬁsebﬁ takovd, Ze O ¢ g{x) = 1 pro kaZdé x € P,

d £ € W
g, €X , £

poloite f = max (-ng , min(f,ng)) a ukaZte, Ze

—> |,

3/ platf-1i axiom 9, potom & = M /yiz 8,23/,

4/ viz téﬁ pio 8.25 .
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8,25.

8,26.

8;27.

Bud P € 774 . Potom jJeaxiom % /viz 8,24/ splnin.

Dokazte! )

mli AP =0, jo tvrzeni ziejmé. Bud tedy P > 0.
Podle definice existuje posloupnost f € z , S ep o -

MdZeme pFedpoklédat, Ze fn-l’-' 0 /pro¥t/'a %e AL » 0 pro viechna
n /pro&?/. PoloZime-1i '

o0

Ll x)
Gi{x) = - Z :: y &(x) =mn(G(x) ; )
ne1 oPap o

/vig téﬁ 8,28!/ , vyhovuje funkce g poZadaviim axiomu 9 . "

Na konkrétnich p¥ikladech jsme vidZli, ¥e nskteré obecné vlastnoati riz-
nych systémd mohou~byt v Daniellové roz3ifenf splniny, ale také nemusi
byt spln¥ny. Kup#ikladu miZe, ale nemusi byt P € 7722 /p¥. 2,5/; miZe,
ale nemus{ byt splnin Stonedv axiom 8, /viz p¥. 8,11/ &1 axiom 9
/viz pP. 8,24/, systémy /. a W vBech m¥fitelnych a pseudoméiitel-
nyeh funkei /viz 8,22/ se mohou, ale nemusi shodovat aj. Budeme se zaby-
vat nyﬁi témito problémy trochq podroimé;}i - poloZime tedy kromZ axioml
1, = 354 4, - Ty na celou teorii je#td daldi axiomy a budeme zkoumat
Jejich vzédjemny vztah. V dal#ich p¥ikladech proto vZdy pPedpoklédime, Ze
pivodni axiomy 1, = 37 , 4, = 7, Jsou splniny. )

Krom# Stoneova axiomu 8; /viz cv. 8,11/ uvafujme jedté dals{ axiom 8:

/ jakysi '_'zeslébemf" Stonedv axiom/

axiom a’; : £, £20 = mn(f,l) el

/aby na tomto m{st® nedo#lo k nedorozuminf, umluvme pe, e symbolem 1
budeme znadit funkci, kterd na mnoZfin®d P nabfvd viude hodnoty 1 / .

1/ Uka%te, Ze z platnosti axiomu 8; plyne:

a/ £f € 2 = nex(f,=-l) € 2,

b/f €EZ, a >0 = minlf,e) € 2,

e/t €} = ma(£,l) € B, mxif,-) € 3,

. *

d/ axiom 8 ’

e/ £ € & = min(f,1) € . £ ,

/e el = mng,) €A,

. : *

2/ Na p¥ikladd® 2,8 ukem¥te, Ze axiom 8 miZe byt splnin a axiom
' 8. nikoliv, tj. z a¥iomu 8: neplyne axiom 8, .

$
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8,28.

8,29.

3
3/ Déle ukaite, %e z platnosti axiomu 8, plyne:

a/ cely prostor je pseudomé¥itelnd mnoZina, tj. P € A /viz
8,23/

[ néte wézat, ze op € W -k tomu je nutné a stadf dokdzat
/viz definice 8,22/, Ze

max (g ; min {cp; h)) € L , kdykoliv gh € £
g < 0 £h , co jest jiZ snadné |,

b/ £ € XL = min(f;1) € £
I gin£;1) = minte*;1) - = |,
e/ £ €/ = mn(5;1) €4,

&/ £ € W = mn(f51) € W,

»*
4/ Na priklad¥ 2,8 ukuite, %e z axiomu 8, neplyne je#t& P € 77 .

Predpoklédejme, 3¢ P € . /viz 8,23/. Potom platf:

a/ £ € £ = min(r;l) € £

[[Tdefinice systému H" - viz 8,22 - lehko ukdlete, Ze
min(f+;l) e &£ a dale pouZijete vztahu
win(£;1) = min(£*;1) - £~ |,
b/ axiom 8: ,
e/ £ € W =  ninl{f;1l) € W7
mne piimo z pf. 8,22 - Tb a ze vztahu cp € W,
tj. ze vztahn 1 € " /viz dmluvu v 8,27/ |,
@/ £ el = minlf;n €4

” plyne z definice systému mEiitelnych funkeil A a ze vztahu
£, —> £ = min(fn;l) —> min(f;1) , .

UkaZte, %e tvrzeni a/ - d/ zdstanou v platnosti i tehdy, pfedpokléddme-
11 P € 77

| plyne okamfit® ze vztahu /7 C AL - viz 8,23 ” .

UkaZte, Ze plat{ ndsledujici ekvivalence:

PeM & [fex , £20 = mn(f;l)ex]

” viz 8,27 a 8,28 . "
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*
8,30.

Podle cviéeni 7,13 - 8/ méd mira (;Z /= Tcu / definovand na systému
viech podmno%in mnoZiny P vlastnostl wnéj3f miry /viz 7,12/. MdZeme
tedy definovat systém 270 ((l"f.) vBech 4 - méFitelnych mnoZin podle
7,15. V Daniellovd roziifeni mime nyni{ t¥i systémy - systém 777 viech
m&fitelnych mnoZin , systém <* vSech pseudoméiitelnych mnoZin /viz
8,23/ a nyni i systém 7% ((ﬁ) v3ech (Ifz - m&fitelnych mnoZin.
Ptdme se, jaky¥ Je vzieh t&chto jednotlivich systémi.

Doka%te nésledujici:

1/ 7 C M /viz pP. 8,23/
2/ M C (L)
” Mdte -dokdzat ndaledujici impi:lkaci:
A e M = pro libovolnou mnoZ%inu T 8
AT+ Jest  A(TNA) + A(T-A) = AT
/rozmyalete !/.
Bud tedy A € AL, (LT < + 0 , Uraite, Ze existuje funkce
h €L takové, ¥¢ ¢y £ h , Ah = 4T . Polofte h = min (n.c;;h).
Protofe h, —> c¢,.h , plyne odtud, Ze o,.h € W , ze vztahu
0 £ ¢,.h = h plyne dokonce, %e c¢,.h € X /viz 8,22 - 3/ /.

Odtud jiZ lehko odvodite, Ze

A NT) £ A (e,

AT -8 £ FT -4 (eun) .

2 dokézanych vztahd nédm nynf plyne, %e vidy 72/ C M C 332’(@)
Na pfikladech ukaZte, %e mezi t3mito systémy nemusi nastat rovnost. Pro
daldtl pouze je¥t: poznamenejme, Ze kaXdy ze systémd 7724 , A,
(ALY tvord (" - okruh podmnoZin mnoZiny P /viz 7,2 / a %e vidy
P E (L) [fviz 7,16/,
Soka¥te dédle, Ze

3/ plat{-1i axtom 9 == 7% = A /fviz 8,24/,

4/ je~ri W = M , nemusi je&td platit axiom 9

[ 28 zékladnt gystém funkei Z vezmite systém vBech funkei tvaru
f(x) = kx na intervalu (0,+® ) ,pro £ € 2, f(x) = kx

poloite Af = k- “ ’
* %

5/ u%:%/ﬁ)#—‘} P € M
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*
8'31U

"—a—/ Je-li S = WZ(C&:) » Jo P €M podle predchos! poznéuky.
v/ Bul tedy P € M a E€ D(AL) . Méte ukézat, He
cg € W" . K tomu musite ukézat, ¥¢ min(cy;h) € Z
kdykoldiv he & , nh 20 |,

6/ T = FL(AL) & P e
[aropst o P ozt , 3011 7% = (A% Ar

b/ Bud P e . . Podle 8,25 je splnin axiom 9, tedy 7 - M
/viz 8,24/ a podle predchozi dstl - jolikoZ je P € % A "

1 M= ]

2 prévé dokézanych vieledkd tedy plyne, Ze
7 W= M = ZAWAR A R

Obdobné jako jsme definovall riizné syetémy "m&Fitelnfch" mno¥in - totil
systémy 7 , M a @t(A) - mhieme definovat i rizné .eystémy
*m3#itelnfeh® funkef. Prednd méme definovén systém viech méritel-
nfech funkel a systém F~ viech pseudomdfitelnych funkei /viz 8,22/,
Vzhledem k touu, %o systémy 7t , M, W (&) tvoari O - okruhy
podmno#in mmo¥iny P , miZeme ddle definovat aystémy . (772) ,
Ay , A(PE(AL)) vBech 7¢ - miFitelngch, A - mEritel~
nfch &  #L (&) - m¥ritelngch funkct podle 7,23 a podle posndmky v od-
stavei 7,25 /uvddomte ai, Ze nemusi byt P € 7L ani P € M 1/,
Jakyj bude nynf vztah tdchto systémd ? '
Dokafte nésledujfct

of Nc W

If_ viz 8,22 __u,

v/ plati-11 axiom 9, jest A = W
8,2¢ |,
o/ A(W)c A(M)c A (i) ,

WPEW SAM) = NM) = A(W(AR))
Ir—a,3o-7/_]

o ALM)c W,
TreM = A(M) =W,

g/[fGV#{xGP; £f(x) < c}EJL pro libovolné céll]
> P €M
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: ¥
8,32,

*®
8,33,

*
8,34.

ﬂ_:muu-n ro funkei rovnou ) na mnoiiné P , jest zfejmd
£, € 7" & napt.

{xer; g0 < 5} = P _J,
h/[r e A = {x€P; fn < c}e® pro Livovolns
c € 31] ‘= P € WL
[ postupujte stejnt jeko v &/ | .
0dtud jii lehko dokéZete, Ze
i/ Pem S A=W =A(mw)=A(NM) =./[(?32((E)) ,
specidlng tedy-

J/PG??Z‘#[:EA & pro xataé ¢ € B, jgest
{xer; 2n < e}e ]
V poslednim tvreeni je obsaZena velmi adlleZitd charsakteristika m&fitelnych
funkei ppmoci néiitelnyech mnofin.

Necht platf axiom 9 ~ viz 8,24 - potem
(1) : existuje posloupnost funkel £, € Z takovd, Ze

00 .
2 |gtm|= +  prokaiaé x € P .
=7 ,
Bud g € £ takovd funkce, Ze O ( g(x) € 1 pro kmZaé x€ P,
Potom exiatu.je'funhce h € ZR takovd, ¢ h = g . Ddle pouiijte
defintcl systém z° . |

Necht platt (1) v 8,32, Potom

(2) : existuje posloupnost fumkei g, € 2 takovd, Ze
- oo .
g >0 a (u(,an)=0, kde

G, = {xe P; gn(x),=0} .

[ stast polazit g = |f£ | :_ﬂ

Predpoklédejme, %e P € A /viz definici 8,23/ a e plat! (2) s cvi-

Zeni 8,33. Potom plati axiom 9 /viz 8,24/,

H Je-1i AP =0, je tvrzeni zfejmé. Bul tedy g, posloupnost fumkct,
JeJif existenci rarufuje (2) v 8,33,

Ukaite, Ze

8/ Ag > O alespoh pro jednu hodmotu n ,
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b/ lze predpoklédat, %e Ag > O pro vSechny hodnoty n .

min(h(x); 1) Jje-1i

o
R A

PoloZte h(x) =
=7

28 A .
*n ~1 Je=1i h(x) =0 .

Uka¥te, %e funkce g méd vliastnosti potfebné v axiomu 9 . ||

8,35? Predpokléde jme, %28 P € AL a %e platl axiom 9 /viz 8,24/.

Potom plati
(3) : e stujf mno¥iny E € 77 takové, Ze
=]
P= nLg)fEn a 4B < +o0 pro kaZdé n .

(Toto Je vlastnost, vyjadfujici tzv. O - kone&nost miry - viz 7,29/.

” Uvddomte si piedn¥, Ze podle 8,24 Jest 7 = S .
Bud g funkce, jeJi% existenci zarutuje axiom 9 . Polokte £

=m1n(1;ng),En={xE P fn(x) = 1} _._”

-
b=

8,36, | Pfedpoklédde jme, Ze je splnna vlastnost

(37) : exiatujl mnoZiny E, € M. takové, Ze. P = nLjf E 6 »
(a:En { + 00 - pro kafdé n

/uvédomte si, %e miru 4 méme definovénu pouze na systému #L
a Ze gz uvedenych pifedpokladd neni ihned zf-e..jmé, e I = M /.
Potom P € M a je splnén axiom 9 /a tedy M = MM /.
"—P € M  plyne z toho, Ze systém A tvoirt & - okruh .
Je-li (&P =0, Je tvrzeni zfejmé. UkaZte déle, fe mnoZiny E,
v (3°) 1ze volit dokonce disjunktni, poloZfte potom
& 1

hos 2

n=1 R | Cr’z,“(nn)

cEn y & =min{(l;h) . "

8,37.] UkaZte, Ze

1/ axiom 9 a vlastnosti (1) , (2) , (3) jsou epluény v pFipa-
& wP=0,

2/ axiom 9 a jednotlivé vlastnosti (1) , (2) , (3) jesou
ekvivalentni, jestlije P € M a CZLVP > 0.
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8,38, Z pfedchozich vysledkd odvodte nédsledujici velmi zajimavou vlastnoat:

P € 7 & exdeatuii mnoliny E € 2 , wE ( + X ,
00
P = 7!L=J4 E ,
tj. prostor P mé @ = koneZnou miru, prévé kdy: je maFitelng.
l] Je-1i P € 7 , Je splnin podle 8,25 axion 9 a podle 8,30 - 7/

jest S = 772 . Déle pouiijte 8,35. Ostatni je jii snadné.

Dokaite ostatn® toto tvrzeni té% piimo. Je=1li P € 77 , existujf
funkece f € £  tak, Ze f  _7 cp . Predpoklddejme, e P > O
a uveiujme mnofiny E = {.x € P, fn(x) 2 % }. Podle 8,31 - j/
Jest B, € W o ztegnd wE < + o0 ., Obrécené tvrzeni plyne

zvéty],:i_._“.

*
8,39, | Pfedpokldde jue, %e je splnina vlastnost (1) 2z 8,32. Bud h € A R

h 20, c=oup {Af; £E€X , 0£r< n}<+c0 .
Potom h € &£ a Ah =c¢ . Dokaite !
[ Bud £ posloupnost funkef z vlastnosti (1) , poloite

by = min (5] + .+ (2] n) .|

Poznémka: tato v3ta plati i tehdy, predpoklédédme-1i pouze h € W~ .

*
8,40. | Projddte gsi Je5tE Jednou cvifeni B,27 - 8,39 a snaite se pifehlednd a gra-

ficky si znézornit vdechny implikace. Sepite si té%, co lze viechno tvrait
v p¥ipadd, e P € Pt !

ﬂ P € X =
a/ existuje funkce g € £ tak, e 0 < g(x) £ 1 pro ka%dé
x € P /axiom 9/, nelze obrdatit,

b/ [f €X = mn(f,l)€ XL ] /zeslabeny Stonedv axion/,
nelze obrétit,

o/ = M = T(E), lze obrétit
/speciélnd: E € ¥ & pro kafdou mno¥inu T C P Jest
AZT= A(TNE) + J(T-8 /

as A=W = A (@AY ) 5 1ze obrétit, tedy
feN & pro libovolné funkce g,h € & , E% 0£n
Jest max(g; min(f,h)) € £ <>  pro libovolné ¢ & E; Jest

,{xep; £ < }e @

- 241 -



e/ mnozina P mé O’ - koneZnou miru, tj. existuji E, € 77 ,
. | s :
En { +00 P = n!;)f Er! » lze obrétit,

£/ viz té% jesté cvifeni 8,41, 8,42. |

*
8,41, | Bud P € WL . Potom

1/ frel = sign £ € N . DokaZte !

Plati tato implikace i1 bez predpokladu P € 37 ?
Plyne z platnosti této implikace ji¥ P € #¢ 7

1. f,g et = sfg e
[ Poar. 8,31 gest A = 72 (&) " a podle 7,24 Je soutin dvou
o - mEritelnych funkef opst & - méFitelnd funkce |-
Lze posledni tvrzeni dokdzat i bez pFedpokladu P € Z7£ *
Plyne z této implikace jiz P € 72 ¢ /Viz té% odstavec 4,3 ze skript

I1.8erny - J.Maiik, Integrdlni pofet I - co se v dikazu vlastn® pfedpoklé-
aé 7/ '

*%
8,42, [Uvedme jektd jeden abstraktnl problém. NejdFfive si viak dokaZte ndsleduji-
¢l Jjednoduchou, ale uZiteZnou v&tu. '
*"Budte (Zy, 41} 4, (Z,, 4;) dve zékladni prostory nad stejnou mnoZi-
nou P . Budte x,, ’ 0‘62 p*isludnéd sysiémy funkel 8 kone&nym
abstraktnim integrélem 4, , A, . Potom plat:

Z]e [ncg,

z, ¢ Z, a ME=Af pro £ € 2 & pro.f € Zp|.

[21=.2’,_ a MFf=Af pro £ € Z,

Ve cvifeni 7,38 jsme uvedli ndsledujici v&tu - bud (2,A) zékladni prostor,
provedme Daniellovo rozireni, dostaneme trojici (P, 7%, .« ) . Oznalme
symbolen E ayatém vdech jednoducbjch funkef na P 8 2 (N(E)) < +00
Pro funkce ze systému Z mdZeme definovat integrdl A jako v pr. 7,37
/vie ai zopakujtel/. Ziskéme op#t zékladni prostor (E,-A-) , miZeme op&t
provést Deniellovo roz¥ifeni, doataneme aystém .% a integrdl A na
ném.

Ptali jeme se, je-1i splnéna podminka

(1s) : &£ =& a ae=ir profex=£..

Vid¥li jeme té%, Ye odpovdd na tuto otdzkm Je positivni v pFipads, Ze
P € 77 . To tedy znamend, %e podminka P € 77 = je postadujfci pod-

minkou pro platnost vztahu (LS). Hledejme nyni n&jaké dalsf postadujicf -
#i nutné - podminky pro platnost vztahu (LS) .

- 242 -

5335 216



¥
8,43.

DokaZite ndsledujici:

1/ (1S8) nemusi byt vidy splnéno
” vig p¥. 2,5 , kde jedinéd m3fitelnd mnoZina Jje prédzdnd mnoﬁ:l.nf_JJ,

2/ predpokliddme-1i, 3¢ A = W /fviz 8,22 /, doka%te, e libovolnd
z hésledu,jicich podainek je postadujici pro platnost (LS)
a/ Stonedv axiom 8 /viz 8,11/ ,
b/ zeslabeny Stonedv axiom B:' /viz 8,27/,
c/ f,8 € 2 = f.g € Z,
a/frez, £tz0 = el .

Je n&kterd z téchto podminek i podminkou nutnou?
Jaké je situace v piipedd, ze neni A = W' 7

*¥%3} V tomto pfipadZ je nutné trochu pozménit definici Jjednoduchych funkef
vzhledem k systému M . ' '

V dal3ich nékolika piikladech se op¥t omezime pouze na Lebesguelv integrdl
v eukleidovskych prostorech /tj. pfedpokldddme, %e zékladni systém Z = C
& Af je Riemanndv integrdl ples E, /. Nékterd tvrzent by bylo moZno

r

téZ vyslovit obecné ji, nebudeme se tim v3ak zabjvat - pFenechdime toto Zte-
néfi.

Pro libovolnou mnoZinu A C E, & pro libovolné k > O znatme A(K) =
= AN <{=k,+k> , pro libovolnou funkeci f , f = O a pro libvovolné

k > 0 znadme gymbolem £¥) funkei /neplést s derivacemi!/ definovanou
ndsledovné

f(x) pro ta x, prond% f£f(x) « k ,

'k pro x takovd, %e f£(x) > k.
Dokaite, Ze
YV A€W, , x>0 = a®e k.,

2/ teld, ,£=0,xk>0 = f“‘)e/LM .
3/ je-li memf,fe/LM , £ = 0 na M, potom
red, o fPeZ pro kazdé k ) 0 a

1im f f(k) Je konedna |
k=00 Mﬂ;} ) (x)
/V tomto pPipad¥ pek z¥ejmé £ =1im _/ f /e

M k-s00 jalk)
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" Nédvod k dikazu posléd.niho tvrzeni:
o/ jo-11 £eZ, ,dest £¥e & )  prokazaé k> o
a pouZije se Lebesgueova viéta ,

b/ oznalme a = 112 ;!/(; )f“‘) s pro libovolné cel¥ r oznalte
*

= {xew; 2F< zm ¢ 277 N

ddle poloite

Q—oo {xell; f(x)=0}‘, Q4 o0 ={IEM; £f(x) =
=+oo}

a definujte funkecei F takto:
4] Pro X € Q_ .
F{x) =42r+1 pro x € Q. ,
\ +0 pro x € Q4 ,

lehko ukdZete, ¢ F € &£, a |f|% F, odkud jiZ vyplyne
tvrzeni . |
Poznémky :

1/ Jak by bylo moino vyslovit uvedenou v&tu pro prostory vyssi dimense
&1 pro abstraktni prostory 7

2/ Uvedenou v&tu by bylo moZno zobecnit. Plati ndsledujici:
“oud £ €A, £20, WEW, . Poton
f£E °(£M = £l9 ¢ x”(p) px;o viechny hodnoty p,q

a lim f(q) Jje konelnd " .

P-,+m Ho)
Bylo by ov3em tieba vyav&tlit, co se rozumi *dvo jnou” 1limitou
lim - ¥tenéfe je mo¥no odkézat na knihu V.Jarnik, Diferencidlni

Pr+oo
g ++o0

podet II .

8,44.| DokaZte ndsledujicd tvrzeni.

Bul f libovolnd funkce na mnoZing s C E, « Pro libovolné a,b € E, ,
a { b oznal‘me fz:; funkei definovancu piredpisem

£(x) pro ta x € M , pro n&%
as fix) < b,
(b)
(x) = b pro x € M, £(x) > v,
(a) \
L Pro x € M takovd, Ze f£(x)< a.



8,45.

8,46.

Je=l1i f € A , o Dotom je ft:; eAM pro libovolné a,b € E; ,
a <{<b.

” P#i ddkazu pouijte vétu 56. Je viddt, Ze vita zdstane v platnosti
i obecnd - stad{ predpoklddat - jak vyplyne z provedeného dikazu - %e
A= A(a) , tj. sta¥l pouze predpoklédat, e P € 7 /viz

8,31/. |

Zobecnéme nyni trochu tvrzeni z 8,43. Bud op&t f libovolnd funkce na
mno%ind M € 72, , ne nutnd ji¥ nezéporné, bud k > O . Podle predeslé-
ho cvileni 8,44 mdfeme utvo¥it funkei fgi) , znafme jl pro krdtkeat opét
f(k)/ ukafte, Ze toto oznadeni neni ve sporu s ozna¥enim z pi. 8,43/.
Potom plati:
je-11 £ € &, , et £B¢ €, ) Prokazdé k > 0
a Mff = Mn_ ;’/(;)r“‘)
DokaZite !
”;uii,jte vztahi
a/ £=f ¢,
PG BT ¢ B

a cvideni 8,43 . ”

Poznémnka:

Op&t nebylo podstatné, Ze jame uvaZovali pouze Lebesgueovy integrdly

v E:L s Dokuate se uvedenou v&tu zobecnit.

Na tomto migtd se dostévdme k teorlii ™zobecnényech" integrdli. Véta 2z pred-
chozfho odstavee ném k tomu ddvA vhodnou p¥{leZitost. VidEli jeme totiZ,

e za predpokladu f € L joi £¥¢ fme pro ka¥dé k > ©
a plati rovnost f f = linm f £k . MiZe se nyni atdt /uvedte pri-
M. k- +00 jyix)

klad !/, Ze posledni limita existuje, aniZ existuje konedny Lebeaguedv

integradl f f . V tomto pripadé limitu 1im L e useme nazyvat
M kv MK

Q-integrélem funkce f phes mnoZinu M . Presn¥ji, bud M C B, , £
funkce na M , nechf pro kazdé k > 0 Jest £¥e £ 4 a nechf
exiatuje yvlastni 1lim f jt'(k) « Potom hodnotu 1lim f f(k) nagveme

ks+00 MK Ka 4o artk)
Q - integrdlem funkce f pies mnofinu M , znadme tento integrédl aymbolem

(Q) F[ f . Necht dsle symbol Qy znamené systém viech funkol na mnoZiné
M , pro n&Z existuje (Q) /{ £.
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.
8447,

UkaZte, Ie
-+f

1/ (@) f % dx = 0 /v nule definujeme funkci libovolné/,
1

2/ (Q) bfﬂf—’ dx existuje
rvizpi‘.3,4__]|,
VL EQ, E~T D BE G,
s/o ch,
5/f,seql,fég MI%-(Q)}/fé(Q)i'/.s.
6/£€Q , £20na M = £€X, a(L)fré(Q)/r
. M M
[ viz cvitent 8,43 , viz té2 8,50 -1/ |,
7/ €EQ, a€ER -—‘)-:eq,,(q)/ar-a.(a);’/-r,
8/f €Qy, NCM, NEM 335 f € Q,
4
1
"T:l_zkwi‘ﬂ:lndu (Q)[;dx__l,
9/ £,g €EQ K> r£+g8 € Q.

10/ £,8 € Qs £+8 € Q O (@ ;’ff-l-tq);’/‘g=(a)»/(r+;).

¥ ddaledku poslednich t*{ negativnich visledkll jJe viddt, e Q ~ integrdl
nemd potFebné vlastnostl integrdlu /tak, jak jsme Je formulovall v ivodu
prvni kapitoly/. Z toho divodu zavedeme ndsledujici "zobecninf integrdl®.

Buld £ 1libovolnd funkce na mmofin¥ M E 7, .Pukei f nasveme
B - integrovatelnou na mno¥ing N , Jestliie
o/t € Q /tJ. je-l1 £ Q -~ integrovatelnd , viz 8,46 /,
b/yl}rny. (a,’{xEI; f.(x))y}-o.
Systém vSech B - integrovatelnych funkci na mnoXind M oznalime symbolem
By » pro funkce f GB. definujeme B - integrdl vztahem

(B)ff’(@[f.

M

Dokaite, e
v £, C By C Q
hl—vuktmtoﬂ.s,&_l,
2/By- %, ¢4¢,
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3/t €By, £20 = teX,
ﬂu- pk. B, 46 - 6/ &i a.so-x_/J,
1
4/ (B) f 1 ax neexistuje ,
-1
5/ £ E€EBy, g v~ f => gE€B,
GIfGBu’ aGEléafGBl,(B)f f-'ao(B)/f,
' =3 B I+ = (B o B
7/ £,8 € By (f*a)GBu.()”f(+s),()/+()Hfs.
8/t EBy, NCK, NEMWM, 56 ¢ ¢€py.

8,48.| Ukédieme jeﬁ"t.é Jedno "zobecnini" Lebesgueova integrdlu. Dokaifte viak ne jari-

ve ndsledujici tvrzeni.
Bl 0 £ a (b<€+00 , fefﬁ(a’b). Potom pro libovolné

yE (Om) jest eV.fx) € Ly, 4y &

(L)fr(x)ax ;._1,-0 af oV .f(x) ax .
mzw, Ze

x € (a,b) . ’G(O,Q-CO) = I,.- -f(ﬂlé lﬁﬂ] € x(a.b)

a pouiijte kupFlkladu vitu 60 .. |
Bud nynf opét 0 £ a (b £+ 00 ,bud f funkce definovand v inter-
valu (a,b) 9 nech%

a/ prokatdé y € (0,400 ) jest e N.f(x) € s&(a’b,‘,

b/ existuje ylaatnf 1lim eV f(x) ax .
¥4 a

Systén viech funkci, vyhovujicich cbima timto podminkém, znadime symbolem
E(a,b) 3 pro libovolnou funkei £ € B(a,b) pek definujwe jeJi E - in-

tegrdl pies interval. (a,b) vztahem

‘E) f‘ .f(!:) dx .

y-vo_._ a
Dokaite, Ze
”xta.b) ¢ Eca,b) ¢ Ata.b) ’
2/:,553(&’”, x,F € B => at+ Lg € B,

(8) a!(tf+ﬂ@=¢<=§/fr+ﬁ(na a/f
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8'49-

l *
8,50.‘

3P E€EL O [t € By
4/ £ € Ea,p) ? r=0 = f¢€ 2",(a,b‘}
[ Gokazte primo &i pousijte 8,50 - I/_“ ,

0o o
5/ (B) /sinxdx=l , (E) /cosxdx=0
o
”ﬁz 4,47 & 4,48 |,
oo
6/ (E) ofﬂixdxhz’f
[viz 6,22_],
7/ (E) 0/ 22X ax  neexstuje

Mviz 6,72_|,

o o0
o/ m | E ao o7, B [ L= £
2 xoﬁ 4 }/’;

viz 6,75 | .

0 dal3ich"zobeenZnych™ integrdalech se zde nebudeme zminovat.

0 tiech velmi ddleZitych piipadech Jje moZno se doéist v knihéch V.Jarnik,
Integrdlni potet I /nevlastni Riemanniv integrdl/, V.Jarmik, Integrdlni
potet II /nevlastni Lebesguedv integrdl, Perroniv integrdl/.

Porovne jte navzdjem jednotlivé "zobecniéné" integrdly !!

Bud M € 7% P symbolem Ty oznafme systém vdech funkci na mnoZin& M
takovych, Ze

a/ .:sz C 'I‘M C -AM .
Nechl-ka%dé funkel £ € T, Jje pFiFazeno jisté redlné ¥islo - znalme toto
symbolem (T)ff - tak, Ze
M
v/ £ € ZL =‘>(L)/f = (T)/f ,
M # M
¢/ £f,8 €Ty, £ < g na M%ﬁT)Jfé(T)}f/\g
/lze tedy Fici, Ze (T) /"1/‘ Je jakysi *"zobecn¥ny integrdél*, i kdyZ se ne-

pfedpoklddd napi*, ani linearita/.
Potom plati

=
(I) £ €Ty, £20 na M = r e XL, .

DokaZte !
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*
8,51.

®
“Buc'l fETM,fa-—o.PotomfeffM . Pro libovolné k > O
funkce fgk) definovené pfedpisem

/f(x) pro x € M N {-k,k> , jJe=li f(x) = k ,
28 (x) =—-—\-—k pre x € MN {=k,k> , je=li f£f(x) > k ,
0 pro ostatni x € M

lezf v aystému Z,  /uka¥te ! , viz té% 8,43 /, tedy podle predpokla-
du je £k ¢ Ty » Ze vztahu Rz g pak plyne , Ze

(L)M/f“‘)- = (T)Mfr(“) < (m / £

0Odtud napf. podle Leviho véty /£8)_" £ / plyme, ze £ € &L m |

Pognduly.

1/ Jeliko3 viechny zobecn#né integrdly /Q - , B - , E - / splnovaly
viastnosti a/, b/, ¢/, vyplyvéd odtud, %e funkce, majic{ "novy
zobecndny” integrdl a nemajici Lebesgueldv integrél, mohou byt pouze
funkce, které mdni gvoje znaménko /viz 8,46 - 6/, 8,47 - 3/ ,

8,48 - 4/, viz té% obdobny piiklad 3,22 - v/ /.

2/ Ukaite, Ze také plati:
(1) £ € 1y~ £, = |2] ¢ T
| kayby |£| € T, , bylo by podle I téx |t|e X,
a podle vty 44 té2 f € ZM J
(111) £ € Ty - L, = (D) {|r|
] plyne okamiitd z pi‘e_dchoziho, srovnej pro zajimavoet se cvide-
nim 3,22 - ¢/ _|.

Je tedy vidé&t, ¥e zobecnZné integrdly, které nejsou Lebesgueovyml integré-

1y, jsou vlastnd "neabsolutnd* konvergentni integrély. Lebesguedv integrdl

Je pak podle v&ty 44 “absolutnd" konvergentnf. /Srovnejte téZ s teorit
tad a s teorii zobecn¥nych soudtd !/.

Uvedeme nyni pi’-:f.klad opezené funkce £ ne intervalu <{0,1> takové, Ze
existuje (N} f f & neexiatuje f £ .

- o

g_i_gg. Na druhé stran& musi existovat primitivni funkce F k funkei f
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¥
8,52.

x
8,53.

na intervalu {0,1)> , tudfZ mpoZina bodl gpojitogti funkce f musl

bft hugté v intervalu <O0,1> /viz v&tu v p¥. 3,3/. Poddme tzv. Volterriv
pfiklad takové funkce £ ; nejdfive ovidem musime sestrojit mmo?inu v in-
tervalu {0,1)> , kterd by m&la kladnou niru a JjejiZ doplndk by byl husty
v {0,1)> . Uvedme ndsledujict p¥iklady ~ konstrukce mnoZin s uvedenymi
vlastnostml je sama o sob& zajimavd.

/Zobecnéné Cantorove diskontinuwum/.

V pfikladu 5,7 jsme sestrojili mnoZinu C v intervalu <(0,1) , tzv.
Cantorovo digkontinuum. UkaZte, fe C = { 0,1} - RQ E, » kde E  Je
sjednocent disjunktnich otevienjch intervalt B, ; /1 = 1,2,0..,2%7F /,
délke kezdého intervalu E, , Jje 37 a kaZdf interval E,; Je “wmistén
v prostfedni tifetind" nZkterého zﬂ_x; disjunktnich uzavienych intervald,
které tvoii mnoZinu 0,1 - }'L;)" Ey /precizujte !, zFejm& E =
= {0,1> - R , kde mnoZiny R, Jjsou definovény Jjeko v 5,7/.

Bud nynt k 2 3 a provedme obdobnou konstrukci. Bud C, = <0,1) =
- 5:)1 Fn » kde Fn Je sjednoceni otevienych disjunktnich intervald Fn,i

/= 1,2,0..42" /) xazdy z intervels Po, M Q6w K, Jeels F =
]

(a5 , by ) » Predpokldasme, %e by, < a, ; , kdykolly i < §
/pode jte precizni definici pomoci matematické indukece !/.
DokaZte, Ze

k=3
1/ Ck€m1 pro libovolné k = 3 , C“"fck= =

2/ Cy Je uzaviend mnoZina ,

5 ¥4 C, Je ridkéd mmoZina /tj. md prdzdny vnit¥ek/ - anebo jinak fedeno,

Jjejt doplndk v {0,1> je hustd mmoZina v (0,1 |,
*%
4/ C =Cl (kde C{ je mnoZina vdech hromadnych bodf mnoZiny CY) s

¥k .
5/ Jjakj bude Jordan - Peaniv objem mnoZiny Cp ?.

/definici viz v dodatku D III /.

Bud {xl 2 Xp g eves } mnoZina' vSech raciondlnich Zisel v intervalu
(0,1). Zvolme posloupnost redlnjch &isel cS;( tak, aby

[>2]
p !
2/ :%_1 S ¢} .
PoloZme

P= (0,1) - ‘g)" (x - Jk' x, + 5k) .
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Potom
a/ mnoZina F Jje uzaviend ,
b/ F € 7%, a &F > 0,
e/ F je #1dké mno#ina, tj. mnoZina {0,1> =~ F =

o0
= kk=)1(xk- 5]:, X, *+ 5]:) je bustd v (0,17 .

*) Jaky bude Jordan - Peandv objem mno¥iny F 7 /viz D III /.

- _

8,54. | Bud nynf A C <{0,1) libovolnd uzaviend, Fidkd mnoZina kladné miry
/viz p¥. 8,52, 8,53/. Potom mno%ina <{0,1) - A je oteviend, existuje
tedy spodetn# mnoho disjunktnich otevienych intervald (a , b)) tak, Ze

{0,1> - & = A, (an, b,) -

Definujme funkci F v intervelu <0,1)> takto:

/0 pro x € A ,.
F(x) = :

\

T~ (x - an)l (x - txn)z sin 1

(b -a )(x-a ){x-b,)
pro x € (a , b) .
Dokaite, Ze
1/ F je spojitéd v intervelu {0,1)> ,
2/ existuje vlestni derivace F' v <{0,1) ,
3/ F(x) =0 pro x € A ,
4/ F’ je spojith ve vSech bodech mnoZiny <0,1> -4 ,

5/ F° je nespojitd ve v3ech bodech mnoZiny 4 ,

6/ neexistuje (R) f P(x) ax ,

7/ exiastuje (N)f FP(x) ax =0 .

Exiatuje (L) /F (x} dx ?

*
<

8,55.| Definujte funkei G obdobnZ jako

minnlém pi. 8,54 pFedpisem

o] pmeA’

- 2 2 1l
{x - an) (bn - X)

sin 2 )a
(x—an) (b, -x

pro x € (an,'bn) .
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DokaZte, Ze
1/ G je spojitd v <<0,1>
2/ existuje vlastni derivace G v <0,1> ,

3/ G° je spojitd ve vBech bodech mnoiiny (0,1> =~ A & nespojité
ve viech bodech mnoZiny A ’

. 4
4/ neexistuje (m_ﬂ/ 6°(x) ax ,
b
5/ (N) Bf ¢(x) ax=0 ,

6/ Je=1li x € A , jo 6'(x) =0 a funkce G’ je neomezend v libovol-
ném okoli bodu x .

4
Existuje (L) df G'(x) dx 7

8,56? Bud { Xy9 Xps Xygeees } mhqii.na v8ech raciondlnich Zisel v intervelu

{0,1> . Pro libovolné £ > 0 oznalme

£ 3 '
Fi( E ) = (xi - 21“'1 ’ xi + ZT_I ) » 1=1'2.o-o. .

PoloZme ddle
‘ co )
F(E) = H Pj.( £) ,
2 1
F = M K H )
naqg
Dokaite, Ze

1/ F( &) Je otev¥end mnoZina pro kaXaé £E>0,
2/ wy (R(E) S &
3/ F je nespodetnd mnofina ,

4/ F???!% aCa’F=O.

* .
8,57.|Bud E € 9, , 4B <+ , rel. , £ 20;

oznatme Ek={x€E; k £ £(x) < ¥ } pro libovolné k.

Potom
- co
£ € 25 = E’ k. #4E, konverguje .
DokaZte !
"T/Ukazto ne jdfive, ke E, € 3?1',. pro kaZdé k € E, .
2/ Plati
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k.(a,_nk‘.'éffféihl). By .
&

3/ Déle ukaite, Ze

Mg

3
Y
<
A

Y kZ;o (k+)) « By ._J

Co lze tvrdit v piipadd, Ze 4B = +00 7 Lze uvedenou vétu zobecnit
i na obecn&jsi prostory 7 Kdy 7

* . '
8,58.| Bud B €7, , %EC +00 , £20, teld, ;

oznaéme ‘Fk= {x € E ; r(x)ak}' pxl'o kéEl.

Fotom

Ms

£ € .ff = &F,  konverguje .

~

=
(s v
" Ukazte, fe F, = H Epyq o kde mnoZiny E 3 Jsou definovény ste jnd

Jako v pitedchozi dloze 8,57. Poté pouZljte 8,57 . "

8,59. Bud B € M, , £ € £_ . Potom pro ka¥dé E>0 o

A x € E; £flx) =2 £} < + o . Dokaite !

I Bud &> 0, oznalte M, = {x € B; flx)2 E}.
PouZi jte vztahu

Eflfl = _{;[ﬂ +54|rlg{lfla €. wM,

a vity 44 .

a,eo’faua,re/LE s E€ W, , mE  +0o

Potonm
00

> Ca,_{x € E; _]f(x)[ = n } Konverguje .

f € ¥
E ‘na‘l

w
8,60. Bul £e A, Be M, , Hy= {x € BE; nl < 2(x) < n}.

Potom
+ 00
f € ff,E = 1Z’_m In] By konverguje .
. .
8,62.| Bl f¢ X , B €W, kK = {x € E; | 2] a_n}.
Potonm ll_’i& n. K = 0. Dokaite !

8?63. Gamma funkee.

Funkei /' jsme definovali pPedpisem
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8,64.

I (s) = /x*l.e-xu

a ukdzeli jsme, %e funkce /  je definovdna pro 8 €(0,# %0 ) ,

je na tomto intervalu spojitd a mé zde derivace vdech r4dd. DAdle jsme doké-
zali, %e 51_1&131_ 7 (a) = Ma T(g) = + 00
/viz pFiklady 3,43, 4,18, 6,24 /.
UkaZte ddle, Ze

1/ /(etl) =8, 7/ (8) pro s € (0,+0¢ ) ,

2/ /7 (n+1l) =n! pro n piirozené ,

3 /(L = /72 =1,

4/ existuje bod x, € (1,2) tak, 2¢ (x)) =0

[ pouzijte Rolleovu vEtu na interval (1,2) _ |,

5/ v intervalu (0,x,)) Je funkce /7 klesajict,

v intervalu (x,,* o ) rostouct, v bed¥ x, nabyvé svého minima

I azte, 26 777> 0 v intervalu (0,+ 00 ) , tedy Ze funkee
7'’ je v intervalu (O,+ 00 ) rostouci a vyuijte toho, Ze
y
/7 (x)) =0 >
6/ yl_i’% ¥ T(y) =1

- oo

"Tkaﬁte, Ze ‘_/\e"ng ax 51]_'; 7"(%) .

0
lin fe'xn dx =1 - viz pf. 4,22 | ,

a Ze
7 n*+00 3

7/ [ log /" (x) dx konverguje
”_— vyuZijte piedchoziho vysledku 6/ || |

O mnoha daldich zajimavych vlastnostech funkce /  se 1lze dodfst v kni-
ze V.Jarnik, Integrdlni podet II, kap. XVIII .

.
VySetfujte integrdl I(a) = f log (1-2acos x + az) dx !
g
UkaZte, Ze

1/ aé¢ E, = I(a) konverguje ,
e/ I Je spojité funkce v E, ,
3/ I Je funkce sudd v E, ,

4/ oznadf{te-1li pro kaZ¥dé pfirozené n € N

2n

x2"-
Ppm) = =, B(1) =R(-D) =n,
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r
Jest (R) [ log (1~2a coa x + aa) dx =n153'0% %log Pn(a)

“ nejdfive ukaite, Ze
2n

£ -1
———em— = (1..2t COBI+ tz) .(1-2t 008'121_?"" tz) eosnp
t° -1 "

+t2) pro t#+1

: -1) 7
sanew (1-2t cog (n n)

a poté pou:z:l.jte definici Riemannova integrélu ,
(R) ,f log{l-2a cos x + a%) dx =

n-1
= 1im Z . log(l-2a cos —— + a )__u

oo L=

5/ / 0 pro a € {=3,y1) ,
I(a) = \
: 27 logla] pro la|> 1

| pouZi jte vztahu 4/ , limitu lehko spoitete | ,

6/ I(a) = % 1(s?) = % 1(a%)

H_;.I(a) = I(a) + I(-m)

% 1(e®) + } I(-a?) = I(e?)
a déle treba indukee |,

7/ I(})=Xa) -2 T . log|a]

“ p¥imy vipolet __IJ '
8/ I(a) =0 pro a € (-1,41) ,

I funkee 1 je spojitd v intervalu <(=1,+1) ,

bud M = max I(a) ,
aed-1,+1)

poton z 6/ ‘plyne, %e

)] = | 55

I(aan)l < 5%— pro ka%dé ne N ,
odtud ji# lehko plyne terzent | ,
9/ I(a) =2 T ‘. logla| pro |a] > 1
[ plyne snagno z 7/ & 8/ |

10/ I(1) = ﬂ’.log4+4f{logsintdt ,
[]
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11/ /¥ 10g stnt at = - F 108 2
7 .
[ plyne z 10/ vzhledem k podmince I(1) =0 ,
viz t6% pF. 5,87, 6,30 _ |, |
r

’ -2¢08 X * & ‘
12/ a € (-1,41) = I'(a) = f 2 —5 dx = 0
9 1-2a cog X'+ a

N

[ eubstituce t = tg_f— 1,

13/ I(a) =0 pro a € {=1,¥1>

T piyne okam#its z 12/ vzhledem k podmfnce I(0) =0 _J .

8,65. | UkéZeme nyni jednu velmi zajimavou vlastnost aystému C| /aystém C

jsme definovali jako systém vBech spojitych funkef v E, , Jejich% nosid
je omezené mnofina v E./.
DokaZte ndsledujictf wvidtu.

Bud A 1libovolny funkciondl na systému C, , ktery spliuje axiomy
4, = 6, {nskdy ee Fikd, Ze A je positivni linedrni funkciondl na cr).

Potom funkciondl A spliuje 1 axionm Ty

" UkaZte nejdifive, %e ke kaZdé kompakini mnoZin¥& K C E, existuje
konstanta My takovd, Ze
|ag| = wg . mp { [2(0)]; x5, }

pro viechny funkce £ € C. prondf N(£f)C K

/N(Ff) Jje nosi¥ funkce £/.
0dtud ji¥ tvrzeni vyplyne s pomoci Diniho véty |.

* ¥ .
| 8,66. |Cvieni 8,65 Je moZno jedté zobecnit.

Bud S 1ibovolny lokdln# kompaktni Hausdorffdv prostor, symbolem C(S)
ognadme aystém vdech spojitych redlnych fumkci na S /tJ. zobragzeni S do
E,/, nosi’ kaZdé z nichi /viz definice 7,25/ je obsaien v ndjaké kompakt-
ni podmno%in S . Lehko ukéd¥ete, fe aystém funkef G(S) splouje axiomj
1, - 3; . Bud A 1ibovolny funkciondl na systému C(S), ktery spliuje
axiomy 4, - 6, . '

Potom funkciondl A splnuje i axiom 7, - Ukalte, %e jo té% spln¥n Sto-

nedv axiom 8  /viz 8,11/.

E
8,67.| Doka%te nédsledujici zajimavou charekteristiku nulovych mno¥in /definici

viz pfed vitou 11 /.
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MnoZina M C P Jje nulovd, prévé kdyZ ke keZdému £ > 0 existuje
posloupnost funkei fn € Z s vliastnostmi

8/ 0 é fl é f2 é Bessse .m P ?
v/ Af, < & pro véechna n € N ,

¢/ sup fn(x) 2 1 pro véechna x € M .,
MEN

N
8,68.| Bud A C P ; predpokléde jme, %e mnoiina A neni méfitelnd, tj. A £ 777 .

Bud f takovd funkce, f¢ . =0 na A, £#.0 na P-4 . Mi%e byt
£€X ,resp. £EAL 7

Kdy 7

] *
8,69.! DokaZte ndsledujici véty.

I/ Ke ka%dému & > O a ka%dé funkel f € ¥  ex.stuje funkce
& € 2Z tak, 2e Alf-g| < & .

11/ Bud P € 9% , potom ke ka%dému &> 0 a kazdé funkei
fe Xl existuje jednoduché funkce g /viz 7,27/, pro ni%

e (N(g)) & + 00  /definicf viz v 7,25/ a A |2 -g|l< e .

“ I/ Viz skripta I. Gerny_- J.Marik, Integrdlni polet 1 y odatavec
2,9 « Viz téZ cvideni 8,15 - 8/.

I1/ Dokaite pomoci cvileni 8,42 /¥i 7,38/ a predchozl Zésti I{_ﬂ.

*
8,70.| V tomto cvideni predpoklddejme, Ze Z = C,, -Af = Riemanndv integrél ples

1

El . DokaZ%te ndsledujici vétu.

Bud fetﬁ(aw , =00 < a < b = + 00 , Potom ke ka%dému
£ > 0 existuje kompaktni interval {a,B) , a € a</ =< v
a funkce ¢ takova, Ze

a/ % je elementérni jednoduchd funkce v intervalu <, /3 > /vig
7,43/,

b/ % =0 vwné intervalu <(a, 4> ,

4
o [lem - o] a ¢ & .
=3

I 1/ Pouzijte 8,69 - I/, definici systémb &f(a 2 @ C, a poznat-
ku, Ze libovolnd funkce ze systému C, Je stejnom&rnd spojité

v 31 .
2/ Poufijte téZ 8,69 - II/ ; stall potom ukdzat, Ze k libovolnému

£ >0 a k livovolné omezené mé¥itelnd mnoZing E C E, existuje

Kone&n& mnoho disjunktnich intervald Jyseeeyd, takovieh, Ze

RN I
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4
f lcE(x) -c4{x) | dx < & , kde 0= U A
a

K dtkazu poslednfho tvrzeni pouZijte cv. 5,5 ._ﬂ

* .
8,T1. | Podejme je3t& jeden zajimavy piiklad tzv. Cantorovy funkce.

Bul C Cantorovo diskontinuum /viz p¥. 5,7/. Ponechme oznadeni Eny
/to jsou vlastné "sty&né intervaly® mnoZiny C/, E, z piikladu 8,52 ;
Je=11 En,i = (qn'i ' bn,:l) , predpokldde jme navic, Ze hn,i 4 8,
kdykoliv 1 < j .

Definujme nyn” funkci f na intervalu <0,1) . PoloZme

2i - 1
2n

= = n=1

0o
Tin je funkee f definovéna na ) B, . Ukaste, %e

&/ x5y € g E,., x<y = £f(x) = £(y) -,
Dédle definujeme £(0) =0, £(1) =1 . Je-1i x € (0,1) a neni-1i jedt:
f(x)} definovéne /v jakych bodech jedtZ nenf funkce f definovdna 7/,
exiastuje rostouci posloupnost x, € TL:)1 En y Ry 7 x . Ukafte, Ze
A/ lim £(x,) existuje ,

1+ +00
[» o]
?"/,je—li:ﬁl,yneu En,xn/'x',yn/’x,

=1

Jeat ‘»ll-;"..*l'nm'J £( x) = 11_.1111” £( ¥ -

Definujeme tedy f£(x) Jjako hodnotu limity 1lim f(xn) .
n+00
UkaZte ddle, Ze

3/ funkce f Jje neklesajfci a spojitd v (0,1)> ,

00
£/ £°(x) = 0 -pro v8echna x € nL-'-)'! E , tJ. £'= 0

skoro vdude v intervalu <{0,1)> .

Podali jsme tedy p¥{klad spojité nekonstantni funkce v intervalu (0,1,
pro kterou f£'=0 gk. v, v < 0,1 .
Viz té%f dodatek D IV.5.
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