7,1.

7. Jind pojeti Lebesgueova integrdlu.

V této kapitole ukédZeme, jek lze vybudovat teorii Lebesgueova integrdlu,
vy jdeme~1li z prvotniho po.jniu,miry. Bylo by vhodné, kdyby si Etenéf ne jafi-
ve prostudoval dodatek ke 4.kapitole ve skriptech I.lerny - J.Mafik,
Integrdlni polet I , kde se autofi timto problémem zabjvajl - oviem pouze
za omezujicich pPfedpokladd /uvaiujl toti¥ pouze podmnoZiny eukleidovského
prostorw/,

Zopekujeme jedtd jednbu, Jakx jeme my vybudovali teorii integrdlu a
miry. Vy8li jsme ze zdkladniho prostoru (2,A) , tJj. ze zdkladniho systé-
nu funkel na némZ byl definovén zékladni funkciondl A , tento prostor jsme
roz8fiiili a obdrZell jsme systém &  vsech funkci s konedngm abastraktnim
integrdlem A ; pomoci tohoto systému jsme pak definovall systém vSech
néfitelngeh funkef A, systém videch m&Ffitelnych mnoZin 77 a miru
e na 7 , Celému tomuto abstraktnimu postupu rfkejme krétce Daniello-
ya_metods, abstraktnimu roz#f¥en{ pak Daniellovo rozdifent.

JegtliZe Jsme zvolili za zdkladni systém Z systém v3ech spojitych
funkeil C, s kompaktnim nosifem v E. aza zékladnf funkciondl A Rie-
mannivy integrdl pites Er y dostali jame specidlni teorii, a sice teorii
Lebesgueova integrdlu v E, ; systému Z odvozenému v této teorii jsme
#ikali systém viech funkel s koneinym Lebesgueovym integrdlem, mlavili
Jeme té% o aystému 77/, vSech lebesgueovsky m&Ffitelnych mno¥in v E,

r
i o Lebesgueové mife ., .

Pri budovdni teorie Lebesgueova /&i absatraektniho- integrdlu je moZno
také zvolit postup zcela opadny, tj. je moZno vyjit z teorie miry a na
zdkladé této teorie pak vybudovat teorii integrdlu. V dalsfim nagna&ime,
Jak toto lze provést. Vzhledem k tomu, Ze tato kapitola mé v3ak pouze pro-
blémovy charakter, omezime se v daldfm jen na struiné myﬁlenkj, neni moZ-
né na tomto mistd vybudovat celou teorii detailns. Je nutmo také pFedem
upozornit na skutednost, Ze mnogi autorl se zabfvajl t&mito problémy za
riznych pFedpokladd a bfvd jejich snahou vybudovat celou teorii pokud mo¥-
no ¢o nejobecnéji. Domnivdm se, Ze neni WZelem této kapitoly upozornit na
v3echny mo¥né detaily riznych teorif, budeme proto v dalZim pouZivat &asto
znalné omezujicich pledpokladd a nebudeme ge uvedenou problematikou zaby-
vat v celéd H1ipd, '

A Je8tZ jednu pozndmku. Tak jako pii Daniellovd metod¥ jsme mohli vy~
Jit z abstraktnfho prostoru (Z,A) &i tento specifikovat - mohli jeme vy-
Jjit z konkretnfho systému C,, viech spojltfch funkel s kompaktnim nosiZem
v E, a z Riemannova integrélu - tak také p¥i opaZném postupu miZeme vyjit
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7'2¢

7’3.

T34

z abstrekini teorie miry anebe ze specidlniho p#ipadu - Lebeégueovy miry
v E. . Aby se &tensaf v této kapitole lépe orientoval, budeme za Iisly

Jednotlivich odstaved vZdy uvéddt, zda se jednéd o obecnou teorii &i o spe-
cidlnf teoril v euklelidovakych prostorech. N&kolik odstaved bude pak vy~

hraZeno cviZenim.

/obeen’d/: Definice ¢ - okruhu

Bul ddna libovolnd neprézdnéd mno¥ina X . Neprdzdny aystém ¢° podmnoZin
mno¥iny X nazveme /mnoZinovym/ g - okruhem, jestlife plati:
/) A€ ¢ , BE€ ¢ = A-BE ¥ '

o
2/ An€ 50 (n = 1'2,.0-0 ) => H An € ‘90 -

To znamend, %e G - okruh ¥ e svymi libovolnymi dvéme mnoZinemi
obsahuje i Jejich rozdil & se spofetn® mnoha mnoZinami i jejich ajednoceni.

Je-1i navic jedt&¥ X € ¥ , budeme systému % fFikat & ~-algebra.

/evi&ent/.
Bud ¥ O’ - okruh podmnoZin mnofiny X . UkaZte, Ze plat{:
af 6 € ¥
0
o/ & €F (n= 125000 ) = {:} A, €8 .

/evideni/.

Rozhodn&te, zda ndsledujic{ systémy podmnoZin mnoZiny X tvor{ ¢ - okruh:
a/ gystém vSech omezenych podmnofin eukleidovského prostoru E,,
b/ systém vBech spodetnych podmnofin E; »
¢/ systém vdech otevienych podmno?in metrického prostoru,
a4/ systém vdech uzavienych podmnoZin metrickéhe prostoru,
e/ systém viech kompaktnich podmnoZin metrického prostoru,
£/ systém viech Jednobodovych mnoZin v E,
.74 systém v3ech podmnofin dané mnoifiny X ,

h/ systém P  viech mifitelnych podmnoZin zdkladnf mno%iny P
ziskany pii Deniellové roziiient
/tvorl X g - algebru 7 , viz napi. 2,5; 2,10/.
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7,6-

/obecné, cviZeni/. Definice generovaného (& - okruhu .

Jako cvileni ukaZte ndsledujfef :

A/ pranik libovolného systému & =« okruhi podmnoZin mnoZfiny X
je opé&t @&’ - okruh podmnoZin mnoZfiny X ,

B/ aystém vSech podmnoZin dené mnoZfiny X tvort & - okruh /viz
pf. 7,4 &/, .

¢/ bul (£ 1ibovolny systém podmnoZin mnoZiny X , potom existuje
prévé jeden (7 = okruh podmnoZin mmo¥iny X takovy, Ze

v U ¥,

2/ je=1i ¥’ 1libovolny & - oxruh podmnozin mnofiny X tako-
v§, Ze ija/, potom .5”_(.?’/ .

ﬂ Vezm&te v3echny &’ - okruhy, které obsahujf (£ , podle
B existuje alespon jeden, a utvo¥te jejich pranik || .

Je-1i tedy ([ 1libovolny systém podmnoZin mnoZiny X , existuje
podle prede3lého nejmensf (& - okruh ¥  obsahujict (L .
Znafme tento O’ - okiuh symbolem O (CL) , budeme Fikat, Ze
O’ () je generovén /vytvoten/ systémem (L .

Ukatte, Ze

D/ jeedi & O - okruh, potom O (&) = &L,

Zkoume jte té&Z, jaké g - okruhy generuji systémy mnoZin ve cvide-
nich 7,4 a/ - b/ .

/eukleidovské prostory/. Borelovské mnoZiny.

Ozna&me symbolem C;: aystém viech otevlenych mnoZin v En » Jak lehko
nahlédnete /viz 7,4 ¢/ , netvofi aystém O, O’ - okruh. Podle 7,5
v3ak existuje nejmens{i & - okruh podmnoZin E  takovf, Ze obsahuje
systém C;; y tje. viechny oteviené mnoZiny. Znaime tento systém symbolem

&, /ty. & = O(C ) / a jeho prvky naz§vejme borelovskymi mnozinami
En .
UkaZte, Ze

1/ F C B, uzaviend mnoZina = F € B,  /waZd4 uzaviend

mno%ina je borelovski/,

2/ saystém @n v3ech borelovskfych mnoZin je té% generovdn systémem
vlech uzavienych mnoZin, tj. @z = O ( Up) , kde U, zna-
&1 aystém viech uzavienych podmnofin E .,

3/ systém ﬁ,_ Je téZ generovdn systémem viech kompaktnfch mnoZin
v E
n ]
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4/ @B, ¢ I, , ti- ka2ds borelovskd mnoZina je lebesgueoveky mdfi-
telnd

[l_p_odle vity 50 je ka¥dd otevrené mnoZina méFitelnd, tj. & ¢ #Z, .

podle T,4 g tvort 7/, O’ - okruh a systém @®,  je nejmensi
&’ - okruh obsahujict Q;L_“ ,

5/ @w je dokonce & - algebra ,

é/ oznafime-1li symbolem Z systém v3ech otevienyjch intervald
(a,p) ¢ B , je @, =0607), '

7/ mno%ina vdech racionélnich &{sel v E, je borelovekd,

8/ mnoZina v3ech irasciondlnich ¥isel v E, je borelovskd,

9‘7 podmnoZina borelovské mnofiny nemusi byt borelovskd,

xx
10/ mnoZfine vdech borelovskych podmnoZin E, mé mohutnost kontinua

/tj. 270 7,
*¥
11/ existujf m&Fitelné mnoZiny, které nejsou borelovské, tj. neni
I mnoZina vaech podmnoZin Cantorova diskontinua € - viz pi#. 5,7 -
m4 mohutnost 2 7 & ke3dd podmnofina C je m&Fitelnd . |

7,7-| /obecn®/. Definice miry.

~~

systén mnoZin /tj. zobrezeni, které uriitym mnoZindm pFifazuje hodnoty
*
z Ey /« Mirou (% rozumime takovou mnoZinovou fumkei, Ze

1/ definiZnim cborem & Jje néjek§ (' - okruh ¥
/tj. existuje takovy O -~ okruh % , %e pro kaZdou mnofinu
A€ je definovéno: w4 /,

2/ a€e¥ = aa 2 0 / . je nezdpornd funkce/,

3 ey =0,

4/ e G’ - mditivaf na ¥, tj. jsou-li A €Y diejunkt-
[+2]

0o
nf mnoZiny, potom .(a.( !l;)f An) = ‘kzﬁ ALA .

"|7,8.! /cvideni/.
i

Zkxoume jte, zda n&sledujici mnoZinové funkee jsou mfry:

1/ X = Ey , hd systén v3ech podmnoZin E

Ca,E ) /1 JestliZe O € B '
\0 JjestliZe O ¢ E
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2/ X =N /mno¥ina v8ech pfirozenych &isel/,

¥ = systém vSech podmno¥in N ,

n jeatliZe E ¢ N Jje konelnd

mno#ina obsahujic{ prévée
n prvkdi ,

“E =
+00 Jestlife E C N Je nekonednd
mnofina ,

3/ X, ¥ definujme stejné jeko v predeflém prikladd ,

Jemld E=¢0,
4 +00  je=1li E nekoneénd
\Z Je-1i E #@ kone&nd,
neE n?
4/ mira .« na systému viech méritelnych mnoZin ?.?Z

/viz definieci za vitou 12 a véty 14, 15 /,

5/ X je libovolné mno%ina, % = libovolny & = okruh podmnoZin
mnoZiny X ,

0 je=11 E = @
CQ'E = / ]
TT— +00 je-1i E € &

, E£0.

/evigeni/.

Bud % nirana G - okruhu ¥ podmno’in mnofiny X .

Potom

a/ A, BEY¥Y , ACB = Ak £ 4B

o0
- :
A S A G R ) B Y
oQ
c/Ané.ﬁp,A]_CAZCABC...., A= UA =>auh=
T, Ay
o
d/ Ane y 1) Al .D Az D A3 D aa s e 2 A = ‘Rrjf An ] ‘
CaA1<+oo=> Ca,A:lim ca.A .

700
DokeZte tato tvrzeni z definice miry v 7,7 ! Srovnejte té% s vitami 15,



7.10.

7 ’l.l.c

7,12.

7,13,

~/obecn¥/. Definice \plné miry.

Bud ¢t mira na o - okruhu % . Uka¥te na pFiklad¥, Ze nemusi bt spl-
néna ndsledujici podminka:

(%) #B=0, FCE = Fe¥ /a wuFr=0/.
Je-1i spln¥na podminka (%) , Fikéme, Ze .t Jje Miplnd mire na &% .

/cviZeni/,
Ukaite, Ze mira ¢ odvozend v Daniellovd roz¥ifeni je uplnd na 77

/viz p¥. 5,10/,

(obecné/. Definice wn¥j¥i miry.
‘ x
Bud X 1libovolnd mno¥ina. Yn3j8{ mfrow ¢ na X nazveme libovolnou

mnofinovou funkel takovou, Ze

1/ (a.* Je definovéna na systému viech podmnoZin mnoZiny X
/tj. ka%dé mno¥in A C X je pfiPazeno &islo «*A € By /,

27 AC X = (tL*A =0 / (u* Je nezépornd/,

4
3/(tl(ﬂ)=0,
o *, 2 *
/4, BCX, AC U B = LM 2 2 JE,.
/ovideni/.

Zkoume jte, zda ndsledujici mnoZinové funkce Jsou vnéJjsf miry:
1/ funkce . z pF. 7,8 - ¥dst 1/ - 3/,
2/ libovolné mira definovéna na systému v3ech podmnoZin mno¥iny X ,

3/ X je nespoletnd mnoZina ,

©

Je=11 E spoletnd ,

(u. E = <
1l Je=l1 E C X nespodetnd ,

0 pro E=08 ,
* 4\1 pro @ #E #X,

2 pro E=X,
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5/%X={0,1,2,3, e } ,

%1 je=11 E kone&nd mnoZins, kterd
* / o obsahuje prdvé n prvkd,
ct E = \

1 je=}i E nekone&né mnoZina,

6/x=E ; bud B ={ L; n=1,23,.. b

___—— n obsahuje-li mnofina B N B
prévé n prvkd

T~ 4+00 je~1i mnoina E N B nekonedn4,
/viz té% pk. 2,17/,

7/ % je libovolnd mnoZina ,
pro E=4g ,

0
2 obsahuje=1li E C.X pravé
n

. /
cw E = jeden prvek
obsahuje=1i mnoZina E C X
prdvé¢ n prvkd , n = 2 ,
"

400 jeell E C X nekonednsd ,

8/ wné&js{ mira {/{Z odvozend v teorii Daniellova rozdifeni /viz
definici za v&tou 11 /.

P

7,14.| /ocbecnd/.
S ¥ .
Bud X metricky prostor, - wn&jdl mira na podmnoZinéch mnoZiny X ,
kterd navic splouje axiom
(m : El : E,C X neprdzdné mnoziny, které maji kladnou vzddlencst =
* * *
— - ; . . ot
AL (E1 U E‘z) i El e E2 /vzdfiencat :1(.E1 , E2) dvou mnoZin
El R E2 se definuje tskin:
d(El . Ez) = inf  Q© (x,5} ., x € By , ¥EBE,,
ke £ Je metrika v X /.
Yorom rikbae, Ie (1:{.* je meirickd vndjif mira.
;( ":H! Fobepond - Wlekldd 1/, Definice (zqu.* - a#il teingych nno¥in .
Tk _,‘-zs,:"‘: 3 j8{ mira ns podunciZinden muofiny X . Moo%ina E C X as

ILI‘:E':»::'Vﬁ‘ Ca*- m&Fitelnd /podle Caratheodoryho/, prévid kdy%
* * » ‘
AT = _(u(‘rnE) + Cu.(T-E)

Ty
= ol o~



pro libovolnou mnoZinu T C X  /krealete!/.
Systém viech (u*— né#itelnych mno¥in znad¥me symbolem 77 ( Cuik ) I
Plat{ ndsledujici velmi dlleZ¥itd vita, pokuste se ji dokdzat!

%
7,16./ /obecnd/. V&ta.

1/ systém 77 ( u*) vBech AL~ néFitelngeh moin tvort
& - okruh podmnoZin mnoZiny X .

2/ X € P (Ca.*) , tJ. systém ?95(((1.*) tvor{ dokonce & - algebru.

* .
3/ Definujeme-1i funkci 2« na M ) predpisem

ME = <afn pro EG?QZ(C(_L*).

Je .« vplpd pfra na X ((JL*) /viz definice 7,7 a 7,10/.
Rikédme té%, %e mira # je indukovéna vn¥ji{ mirou (u* na
CZAPVA NN

4/ Je-1i X metricky prostor, C“* gg;ﬂ.ggé wné j8§l mira /viz 7,14/,
potom je ka%dd otevfend podmozina X 4 - m&fitelnd. Speciéln& -
ozna&ime-11 ai symbolem & - okruh generoveny systémem vSech

otevienych podmnoZin prostoru X , Je (B C ??Z(Cd*) ~ odtvodn&te!

Zxoume jte, jak budou vypadat systémy 72 ( (a.*) v8ech C“*' m&Fitelnych
mnoZin v Jednotlivich p¥ipadech cvileni 7,13 ! ‘

“-E g4ati 7 - vBimndte si, ¥e aysténm ?QZ(C(L*) viech <a*- m&¥i telnfch
mnoZin podle nadi definice 7,13 se nemus{ shodovat se systémem 77L
v8ech m&fitelnyech mnoZin ziskanych v Deniellové rozdifenti, nebol podle
7,16 jest vidy P € ??Z(Ccf), zatimeo nemuei byt P € 77 - viz p¥e-
klady 2,5 ; 2,10 aj. Viz té% cvid. 8,30 . |
V dal¥im by bylo moZné se zabyvat otdzkemi yytivdPreni wnijii miry, otdz-

kami rozdifovéni a guplnovéni miry aj., které vdak v dalsfm zcela opomineme.
UkdZeme pouze, jak témito postupy miZeme dosp&t k Lebesgueovd mife v En .

1
7,E Lebesgueova mira v eukleidovskych prostorech.

Bud d4n otevieny interval I C E, , tj. kartézaky sou¥in n Jednorosadr-

nych otevienych intervald, I = (a;, b)) x (&, by) x ....o x (8, , b)) .
Objemem intervalu 1 nazveme &islo

V01(1)=(b1—al).(b2—ﬂz). e .(bn"an)o

MiZeme pFedpoklédat /neni to nutné/, Ze budeme uvaZovat pouze omezend
oteviferé intervaly.
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¥
7,19,

7,20.

g . o0
Je-1i ddna libovolnd mno¥ina E C By a je-li { Ij }"_f gpotetnd
- -]
soustava otevienjych /omezenych/ intervald takovych, 2¢e E C U I,

oo
nagveme soustavu { } , Lebesgueovym pokrytim mnoZiny E . Pro libo—-
volnou mnoZinu E C E, definujeme jeji wnd js8i Lebmovu miru & *E

pfedplisem )
A'E = inf > vol (1)) ,

n=
kde infimum se bere pres viechna moZnéd Lebesgueova pokryti mnoZiny E
/viz pro srovndni 5,5 /.
DokaZte, Ze

*
1/ I C b interval = .« I = vol (I) ,
n
2/ (a* je metrickd vn¥j3{ mira na podmnoZinéch E, /definice 7,12

a 7,14/,

Odtud podle 7,15 miZeme definovat systém 42, (&) vlech &'~ ms-
Fitelnfch moZin v E_ . MnoZiny ze systému 77, ( «') budeme t6%
nazyvat lebesgueovsky méfitelnfmi mnoZinami v En /Jak pozddji
ukdZeme - viz pF. 7,39 - splyvé aystém FIL (ca.*) e aystémem

77t,, viech m¥ritelnjch mnoZfin podle Deniella - pochopiteln¥ vy-

Jdeme-11 ze systému Z =0, a Af = (R) f £) . Podle 7,16 miZe~

me na systému 77 (ca.*) definovat m:‘.ru C“’-n. - ¥ikejme Ji
n - rozmérnd Lebesgueova mirsa.

/cviZeni v eukleidovskych prostorech/.
DokeZte, Ze

1/ kaZdd borelovskd mnoZina jJe lebesgueovsky m¥iFitelnd
|| viz 7,6 , 7,16 , 7,18 , |
2/ BC By=> fBE=1nf { «G; G otevfené, E C G }

{viz té% napf. vita 55 & skripta I. Serny - J.Maffk, Integrdlni
pofet I , vita 4,5 ),

3 ECE, = AB=tnt { uM; u € M, (", BECu}
/tzv. regularita wn¥jii miry /.

/evigeni v eukled dovakych prostorech/.
Doka¥te, Ze ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:

a/ B €M (") , ti. E je lebesgusovsky miFitelns ,
b/ ke ka¥dému £> 0 existuje takovd otev¥end mnoZina G , Ze

ECa a L-m<E ,
¢/ 'ke kaidému € 7 0 existuje takovd usaviend mnoZina P ,
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7,214

7,22,

7'23-

¢ FCE a  MXE-F < &

d/ eéxistuje mnofina G  typu GS a nulovd mnoZina N

/tj. mno¥ina, proniy «'N=0/ tak, f¢ E =g, - N ,

e/ existuje mnoiina F, typu F, & nulové mnofina M tak, Ze
E = FOU M
/fikéme, Ze mnoZina G Je typu G s Te8pe Fy ;
existuji-1i otevfend, resp. uzavirené mnoZiny G, tak, %e

A O
G = Al G, ; resp. G = u-fGn /e

Tateo véta velml dobie charakierisuje atrukturu lebesguecvsky méiitel-
nych mnofin v E, -

Vralme se vSak op¥t k abstrakini teorii miry.

/obeecnd/. Definice prostoru s mirou (X, ¥, ).

Trojici (X, ¥, 4 ) nazveme prostorem s mirou, jestlide
1/ X Je neprézdnd mnoZins ,

2/ ¥ je (@ - algebra podmnoZin mnofiny X /tj. % je & =-okruh
a X€% / ’

3/ A je Uplné mira na N2

Upozorn&ni: v¥ti¥ina autord nazjvé prostorem s mirou (X , &, % ) libo-
volnou trojici uvedenych vlastnosti, pouze pofadavek X € &
je u nich nahragzen poZadavkem ALEJ.? A = X a poZadavek
Uuplnostl miry je vynechén ; my se v dal¥fm podrfime nasi defi-

nice, mnoho dvah se tim z jednodudi.

Jeviteni/.

1/ Bud (a* vn& j31 mira na podmnoZindch mnoZiny X , nechf mira e
Jje indukovéna wvndjii mirou (w* na 72K Ca*) (viz 7,16). Potom
trojice (X, 72 (C“'*) » (& } je prostor s mirou.

2/ Ukazite, %e proator (P, 3%, Cw) ziskany Daniellovou metodou nemu-
s{ byt prostorem s mirou /viz napi. 2,5 /.
Bude jim v3ak v pi#fpad®, kdy%t P € 77 .

/obecnd/. Definice % - m&pitelnjch funkei.

Necht (X, ¥, ({(,) je prostor s mirou,

¥
Funkce f na mno¥ind X /tj. zobrazeni X do E, / se nazjvd ¥ - mé-
Fitelnd, prdvé kdyZ je splnins jedna 2z nédsledujfcich podminek:
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1/

je-11 G C B, Otevkens mno#ina , potom £ 1(G) € ¥ a
ddle {xex; £(x) =+0°}€‘9° ’ {x € X f(x)-:_oo}e.f,

2/{:6){; f(x) < 0}65” pro kaZdé ‘ceEl ’

3{xe x; #m > c} €Y prokazds c € E*,

s/{x e x; 20 £ c}e ¥ prokmué ceE*,

5/{z€x;f(x)£"c}€5f’ pro ka%dé ¢ € E,

6/{x € X; Hx) < ¢} e P prokaldé c €E .

Systé— véech % - m&Fitelnych funke{f na mno%find X znadme sym-

bolem /A ( ¥ )».

/Poznémke: jek bylo viddt, stafilo predpoklddat, e X je dané
mno%ina a ¥ je & -algebra Je.j:fch podmno%in,
m:I‘Zra ¢ v definlel ¥ - méf-itelnych fux:kc:’. nikde
nevystupovalsa/.

/eviZeni/.

1/

2/

3/

&/

DokaZte ekvivalenci jednotlivych vyrokd& v 7,23 ; lze podminku
¢ € E; nahradit viude podminkou ¢ ¢ Ey ?

DokaZte nédsledujici tvrzeni:

Je=1i X metricky prostor a ,jeatliﬁalkaidé oteviend podmnofina X
lezf v % /specidlnd je-1li mira indukovéna metrickou wndJjsi mi-
rou - viz 7,16 a 7,22/, potom kaZdd spojitd funkce na X Je 5 - m&
fitelnd. '

Jak lze zjednodudit definici ¥ - néFitelné funkce , je-21i f
skoro v3ude na X koneénd 7 /tj. mnoZina t&ch bodfi, kde f naby-
vé hodnoty + ® 8 -o00 s Je nulovd/.

DokaZte, Ze plati: )

o/ e A(#) , gt /tJ.moiim{xe X ; f(x)'#g(x)}
Je nulovd/ = SGA(J'P) '

b/ jsow-li £, g ¥ - méfitelnéna X , &, F € B ,

skoro vSude mi& smysl soutet af+ Jdg,
/chépeme 0. + 00 = + 0 ,0=0/, potom funkce <& f + dg,

f.g Jsou ¥ - m¥Fitelnd, _
o/ £, €A(¥) , existuje Mar = une eA(¥),
&/ teN(F) = |el, £, £el(¥) ,

B535 71
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7,25.

o/t €eA(P)=> {xex; fm=0}ec ¥
£/t g ed(P) > {xex; 0 #gn Jeo,

g/ Ee¥ & %Eﬁﬂﬂfﬁ je charakteristickéd funkce
mnoZiny E / .

/obaend/. Definice nosiZe funkece N(f)

Bud £ funkece na mnoZind X . Potom mnoZinu
NP = {x € x; £ #o}

nazveme poglfem funkce £ /v X/ .

UpozornZni: tato definice nenf zcela ve shodé s definici za v&tou 46,
kde jsme nosil definovali jako uzdvir mnoZfiny N(f) ; v tétc
kapitole v#3ak poufive jme stdle shora uvedenou definici.

Poznédmka /pro pochopeni dal3tho neni nutné &fat/.

V odstavel 7,23 jsme definovali ¥ - mEFitelnd funkce v piipads,
e ¥ jJe & -~ algebra podmnoﬁin mnoZiny X , tj. v pifipadZ, Ze
X €% . Pojem % - m&¥itelnych funkel lze definovat i tehdy,
nenf-11 X € ¥ .

Definujeme /X Jje mmoZina, & &’ - okruh jejich podmno¥in,

f funkee na X /:
funkce f Jje % « méritelnd, je~=1li splndna Jedna z ndsledujicich
ekvivalentnich podminek:

1/ e nNDe F pro ka¥dou otevifenou mnoZinu
GCE, {xeX; flx=+n}ecP
{xex; flx) ==} € L
2/ Mo~ {xe x; £x) % c}e¥ prokasdé e €E; ,
3/ N(E) N {xEX; f(x)éc}éS" pro ka%dé c € E
o MDA {x€x; 2 < ¢ } €% proketaé ceB
.a{xex; f(x)=+oo}e5" ’
5/ N(f) A {xex; £ x) >c}65’ pro xazdé ¢ € E, ,
{x € X ; f(x)=-°°}e30 .

Opét symbolem .A. (30 ) niZeme oznadit syastém vBech » - mé¥itelnych
funkei na X .
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7426

?,27-

7,28,

7329,

b 4
7430.

UkaZte, Ze v pfipadé X € ¥ je tato definice ve shod& s definici
v 7,23. Kterd z tvrzeni ve cviZeni 7,24 zlatdvajl v platnosti i nyni ?

/OVi éeni/- i

Bud (X, ¥, @ ) prostor s mirou. Potom

’ e (P = NpHEY , dokaZte !

Mviz 7,24 e, ¢ .|

/obeen®/ Definice jednoduché funkee.

Konednd funke¢ f definovand na mno?ind X ((X, ¥, &) Je stdle prostor
s mirou ) se nazyvd jednoduchd, je-1li mno%ina f£(X) konelnd /tj. f na-

byvé pouze koneXn? mnoha hodnot/ a {x € X3 f(x) =c¢ }e ¥ pro
ka2dé ¢ € El .

/cviZeni/.
Dokafte, %e plati
1/ £ jednoduchd na X = f 6./‘.(50) ’
2/ £, jednoduché funkce, @, € B = af+ g je

Jednoduché, f.g Je jednoduchd funkce.

/obecnd/. Definice (& - konedné miry.

Nech¥ (¢ Je nira na. & - okruhu ¥ podmoZin mnofiny X .
Helmeme, Ze mira ¢ je @ - kone¥nd, prévd kdy% existuji mno¥iny
E, € ¥ tak, Ze

W By { + 00 s X = @E .

=t 1
Lze snadno nahlédnout, %e ze &' - xone&nosti miry .« plyne X € £,
tj. &% je pak nutnd & - algebra.

Upozornéni: u mnoha autord Jje tato definice trochu jind.

/obecnd - allezités.

Necht (X, ¥, %) je prostor s mirou. Bud £ € A (¥ sz 7,23/.

Potom existuje posloupnost jednoduchych funkefl f, na X takovych, %e
f,—f . Je-1li navic f 2 0 , 1lze volit posloupnost £, tak, Ze

fo 0 na X, £, <€ f ., prokeZdé n, Je-li mira & & - koned-
nd, mi¥eme volit posloupnost £, tak, Ze C“’(N(fn)) { +00 /fyiz de-

finice 7,29 a 7,25 /.
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7431,

7 .320

Viz té% skripta 1I. Jerny - J. Maffkx , Integrdlni polet I , odstavec 4,12.

/obecni/. Lemma.,

DokaZte ndsledujles.

1/

2/

3/

Bud (X, ¥ ,({J/) prostor s mirou, bud E € ¥ .
Symbolem 5@. oznadme systém vdech mnofin A € & takovych, '

¢ ACE , tj.

2 ={a; ,e¥ ,acsE}.
Potom trojice (E, 5§ y ¢&) Je prostor s mirou.

B relA(¥) , E€P , definujme funkei £ takto:

/f(x) pro x € E ,
?(x)=\
0 pro x € X -E .,

A
Potom £ €./ (%) /viz té% v&tu 12/.

Bud (X, ¥, (&) prostor s miron, E € ¥ . Vytvofme prostor
(E, Z,4) podle ¥4sti 1. Systém vech 2 =~ m&Ffitelnych
funkef na E znafme symbolem A (% ).
Doka%fte nédsledujici:
o/ £ e N(¥) y £ = £/E  (tj. f; Je funkce definovand
na E aroma £ na E)
= neA(L) ,
v/ £y €A(¥), £=2 pa B, £=0 pa X-E
= reA(¥) .

Nyni méme jiZ v8e pripravenc, abychom mohli definovat abstraktni

" integrédl., Je mnoho zplisobd, jak jej vhodné& zavést, my zde ze zaddt-

ku nazna¥ime klasickou definicl, velmi podobnou definici Riemannova
integrdlu.

/obecnd/. Zavedeni abstraktniho integrdlu.

Bud (X, ¥, ) pevné dany prostor s mirou /definice 7,21/.

A/ Ze zaldtku pfedpoklddejme, %e  wX { + X " a %e f je libovolnd
% - mEFitelnd a omezend funkce na X .
Nech¥ m ¢ x"?f' o(x) , ¥ fgr(x) .

Vezmdme libovolné d¥lenf D intervalu ¢ m,M > , nechl
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B/

¢/

D:y,=m < y3 { ¥p Cove (¥, =M.

Oznadme
Ei = {x € X H yi-'l = f(!) < yi } Il 1= 1, aes 4 D .
UkaZte, Ze
1/ Ei € ¥ pro kaZdé 1 ,'
n
2 E, = X
/ 1L=.)1 i ’

3/ mnofiny E; Jsou po dvou di g junktni

/i z8lete si obrdzek !/ .

Nyni utvo¥ime tzv. horni a dolnf Lebesguedv soudet funkce f pifslud-
ny dsleni D - definujeme ' '

™g

=&

S(£,D) ¥y o B

.

s(£,D)

Yi-1 - (‘“’E:i.

A
-~

{

/porowne jte s klasickou definic{ Riemannovou !! /.
Lze ukdzat /rozdf{l od Riemannova integrdlu !/, %e

sup s(f£,D) = inf S(£,D) ,
D D

kde supremum a infimum se bere pies viechna moZnd d&leni D intervalu
{m,M>» .
Definujeme tedy abstraktnf integrdl vztahem

£4a = a(£,D) = inf S(f,D)
i‘f Paat Sgp ’ ) ’ ’

/lze ukdzat, %e definice nezdvisi na volbé hodnot m,M !/,

Bud (X, ¥,#) 1libovolny proster s mirou, E € ¥ takové mno¥ina,
e 4« E { +00 , Bud £ 1libovolnd % ~ m&¥itelnd funkce na
X , kterd Je na mnoZind E omezend. Oznalme T = /8 /fiz T43Y/.

Potom definujeme
- Sran - f ?a
o fad y i
kde integrdl vpravo je jiZ definovén podle Zdati 4 .

Bud nyni (X, ¥ ,,%) 1libovoln§ prostor s mfrou, f Ilibovolné nezé-
porné ¥ - mdfitelnd funkce na X .

oo
Posloupnost funkei { fn }u , na X nazveme aproximujici posloupnostf
pro funkei f , pravé kdy: '
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{

D/

7,33

1/ 0£ £, = £ .4 pro ka?dé n ,

2/ f£_ jsou omezené na X ,
3/ £, Jeou % - mititelné na X ,

4/ xa%dé mno¥ine N(f)) /viz 7,25 a 7,26/ mnd konefnou miru ,
5/ £, 't sgkoro viude .

Uka%te, fe plati ndsledujici tvrzeni:

: [>-]
»Bud f nezépornd # - méfitelnd funkece na X , budte { S },,.1 ’
oo
{gn }-n~1 -dv¥ aproximujici pesloupnosti pro funkei £ , poton
1imffd-= s /g d ."
SR 1> ny,.)s“ 2 |
Bud tedy f 1libovolnd nezdpornd % - m&Fitelnéd funkce ns X . Funkei

o0
f } pro funkei f .
Diper

Vv tomto piipad definujeme

;ffd(a,= lim ffna(a,'

n-»00 N(fg)
/posledni limita miZe byt i nevlastni !/.

Podle pfedchozi vity nezévisi ;(/ £ad N na vybéru aproximujici
(v =]
posloupnosti { fn }n=1
UkaZte, Ze v pfipadd G’ - konedné miry /definice 7,29/ vidy existuje

aproximujici posloupnost pro funkel f , tedy v tomto pi¥fipadd je libovolnd

% - m&Fitelns a nezdpornd funkce na X integrovatelnd /viz lemma 7,30/,

Pro libovolnou % - m&Fitelnou funkei f na X definujeme gbatrakinf
integrdl vztahem -

+ -
}ffd(“"‘xffd(“‘;/‘fdé‘"
mé-1i rozdil vpravo smysl.
Systém v3ech £ - mEfitelnfch funkel na X s konednym abatraktnim
integrdlem ozname symbolem & ( (%) + Nyni bychom mohli definovat ob-
vyklym zpdsobem integrél p¥es mEFitelné pddmnoiiny X a odvodit v3echny
znémé vlastinosti integrdlu /tj. vdty 18 - 46 prvni kapitoly /.

/evkleidovské prostory/.

Celou abstraktni teorii mdZeme nynf aplikovat ne specidlni pFipad euklei-
dovskych prostord. Vyjdeme ze systému 777, ( (af ) viech lebesgueovsky
méfltelnych mnoZin v En a z n-rozmérné Lebesgueovy miry on /viz
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T34

definici 7,18/. Lehko se ukéZe, Ze (E, » m%(ca/*) y ¢tz) Je prostor

s mirou a mira (%, Je na Ej C - kone¥né. Systém viech %n(c‘:) -

mi¥itelnych funked na E, definujeme jako v 7,23 a oznalime JjeJ symbolem
A, ().

Pro libovolnou omezenou lebesgueoveky m&fitelnou mnoZinu 4 CE  a libo-

volnou lebesgueoveky mifitelnou & omezenou funkci f na A definujeme

integrdl f fan jakb vT7,32A=-B /zhov_u si zopakujte! /.
' A

Je-11i nyn{ £ 31ibovolnd lebesgueovsky méFitelnd & nezdpornd funkce
v E, - anebo pfimo v libovolné m&Fitelné mno¥ind M CE, - niZeme defi-

novat aproxim: .¢f posloupnost pre funkei f
1/ buldto jako v 7,30 /f, Jjsou jednoduché funkce/,
2/ snebo takto:

pro X e Hn[( _n".’n‘) x snes X < -n,m)]

f(x)
/ je=11 "f£(x) = n ,

j:.n(:“:) =\
(o] pro ostatn{ x € ¥ .

/Lehko nahlédnete, Ze fn tvoii aproximujfci posloupnost pro f na M.
Lebesguelv integrél f fa (a. definujeme nyni jako v 7,32 C .

Integrél z libovolné 1:bgeguoovslcy m&¥itelné funkce pak definujeme jako

v 7,32 D .

/obecné/.

+ Pot¥ebujeme nyni porovnat teoril integrdlu, kterou jame nazna#ili v 7,32

8 postupem roz3ifen{ zdkladniho prostoru (Z,A) /Daniellova metoda/.
Je¥t¥ jednou zopakujme rozdil obou metod - v této kapitole Jsme vySli

z abstraktnfho prestoru s mireu (X, ¥, ) , vybudovali jsme teorii

¥ - m&Fitelnych funkei a potom jame teprve definovali integrédl a zavedli
aystém £ ((_w) viech funkci s koneZnym integrdlem. Daniellova metoda
naopak vychdzi ze zdkladntho prostoru (Z,A), definuje se integrdl a
systém £ v#ech funkef s konefngm integrdlem a teprve potom se buduje
teorie m&¥itelnych funkcf, m&Fitelnych mnoZin a miry,

Neskytd se nyni ndsledujici otdzka. Vyjdeme ze zédkladnfho prostoru
{(Z,A) , provedeme Deniellovo roziifenf a dostaneme trojici (P,77%, e
Dejme tomu, ¥e P € 777 - potom miZeme vyjit z prostoru s mirou
(p, 32, 2} /viz 7,22/, vybudovat systém viech 77t - m&Fitelngch
funkef, mifeme definovat "novy* integrdl ‘Pf f 44 podle T7,32. Jaky
bude nyni vztah pivodniho systému miFfitelnych funkef L a systému
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A (7)) vBech 77/ - mé¥itelnych funkel 7 A Jjaky bude vztah pdvodni-
ho integrédlu Af & "nového" integrélu f fauw T Odpovid na tyto
P
otdzky dévé nésledujici véta.

*ﬂ
L’_? 435. | /obecn¥&/. Véta.

|7,35.

*
T437.

Predpokléde jme, %e prostor s mirou (P,77%, (u/) Jjeme ziskali rozii¥enim
zdkladniho prostoru (Z,A) Daniellovou metodou. a %e P € 77 .
Potom
v A= A /t;j. gystém viech méi’-itelnfch funkei A splyvé
se systémem 7/ - m&Fitelnjych funkci, tJj. platf ndsledu-
jied |

fe_/l_(:é{ze P;l f(x}{c}é??t pro kazdé ¢ € E, /,
2/ L = Jf(fﬂL) , |
/el = Lln) = ar = ffd(u/ .
P

Je tédy vid¥t, Ze obé metody /jedna metoda = ne jaffve integrdl, pak mira,

druhé metoda - nejdffve mira, pak integrél/ ddvaji totéz, Presn&ji, vybu-
dujeme=11 teorii integrdlu a miry Deniellovou metodoun roziffenim zdkladni-
ho prostoru (Z,A) /a P € 7/, potom existuje takovy &’ = okrub

podmnozin mno¥iny P /a slce 77Z / a tekové mira / &/ , %e eystém mé-
Fitelnych &i integrovatelnych funkc{ Jjsme mohli také obdriet metodaml této

kapitoly z prostoru s mirou (P,m,(w).

/obecnd/.

Je moZno sl také poloZit obrécenou otézlku, Dejme tomu, Ze mdme ddn prostor
s mirou (X, ¥, %) , znalme Jej raddji (X, ¥, 24,) /znovu podotkné-
me, Ze podle na3¥i definice Je X € ¥ & mira 2, Je Gplnd !/ ; miZeme
vybudovat systém % - m&Fitelngeh funkei A (¥9) , asystém funked

a konednym integrédlem &£ (%) ' a konednd integril xj‘ £ au, pro
funkce z & ((ﬂ—-go). Ptéme se nyni, zda existuje takovy zdkladn{ prostor
(ZyA) , Ze A = Atey, H=F , Z=if(ca¢), kde systé-
oy A, 2, ¥  jsou odvozeny ze zdkladnilo prostoru (Z,A) Deniel-
lovym rozdifenim.

8éatesnou odpovdd A4 ndsledujfci véta, pokuste se ji dokdzat.

/obeend/. Vita.

Bud (X, ¢ 1¢%,) prostor s mirou /viz 7,21/ , necht mira %gp de
7 - kone¥nd na X /viz‘7,29/ . Symbolem Z oznalme systém vSech jedno-
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duchyeh funkel /viz 7,27/, pro které C«[N(f)] < +00 / viz 7,25 a 7,26/,

UkaZte, Ze
1/ systém Z tvori zékladni systém funkcl, tj. Z splhuje axiomy

1; - 3; /ukaite, Ze je navic splnén Stonedv axiom, viz 8,11/,

Pro libovolnou funkei £ € Z , f = ;’ . e, /tJ. funkee

f nabfvéd ne mnoZindeh E; € a hodnot y; / definujeme

-
Af= 2. 3y . (B .

L=7
Ukaite, Ze
2/ ¥fslo Af nezdvisf na volb& tvarn funkce f , tj. je-li téZ
k ' .4
£ = ZE: X . ¢ je = X, . F
=1 1 B J ; Iy Ey ; S k!

¢ /viz také 7,40 A/,
3/ funkciondl A spliuje na 2 axiomy 4, - Ty »
Tedy {(2,A) tvofi zdkladni prostor, md¥eme provést Daniellovo rozdiieni

- obdriime systémy ¥ , A , 72 eniru % na 77 , znaime ji

rad3jl symbolem %
UkaZte ddle, Ze platf.

o X = £ (ty)
L5 & % f
5/ teXd = ZLfw,) = af = ) fay,

* .
6/* = P a (Ypb = C‘%zA pro AE W = ¥ .

¥
7’38- /ObEOTIé/Q Véta.

Z pFfedchoziho dokafte ndsladujic{ vé&tu.

Bud (Z,A) zékladni prostor, provedme Daniellovo roz#ifeni, dostane-
me trojici (P,7%, 4« ). Predpoklddejme, ¢ P € 777 . OznaZme symbolem
z systém v3ech Jednoduchych funkef na P 8 «wN(f) < +©° , Pro
funkce ze systému Z definujme integrdl ry gte Jn¥’ jako v 7,37. Roz3iFi~
me~1i takto ziskany zdkladni prostor (Z,A) s dostaneme systémy .‘8 ?.?Z ’
_/-L y niru (22 & integrél 4 .

Potom
1/ £ =% a A=kt pro tcL= £,
2/ N= A,
3 W= T e M = M pro M € 7% = .

Tedy - vyJjdeme-1li 2 jednoduchych funkcif a utvorime Daniellovo rozdifent,
dostaneme presnd totéZ., Viz téX 8,42,
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¥
T,39.

/eukleidovaké proastory/.

vrafme se nynf k Lebesgueovu integrélu v E_'. Ten mifeme vybudovat riz-
'njmi- zplsoby, uvedli jeme gi dv& podstatn® rizné metody - Deniellovo roz-

~ 5i¥ent zékladntho prostoru Z = C, » 4 =(R) 1_[ f & klaglickou metodu

7,400

z teorie miry /7,32, 7,33/. Op¥t oznaime aymboly . LAY A cty,,, Systémy
a miru ziskané Daniellovym rozBf¥enim. Symbolem ¥, oznaime systénm
v3ech lebeagueovaky mé&ritelnych mnoZin v E, /viz 7,15, 7,18/, symbolem
4, 1 - rozmérnou Lebesgusovu miru na %, /7,18/, necht A ( %)
znadl systém viech lebesgueovaky mEfitelnych funkef v E, /7,23/ a koneé-
né éf ((tb,b) a E/f a «;,  8ystém vBech funkei. s konelnym integrd-
lem a. Lebesguedv integral v E, /7,32, 7,33/.

Potom

VvV &= 2L () a af= %(,f dew, pro £eX = L),

2/ ‘%,: m?b ’ (‘“9",,,-“' (a/m:
v A= Lk .

]

V dalsim je#td ukdieme ndkteré daldfi /v podstatd ekvivalentni defini-
ce integrédlu .

/obecnd/.
Pfedpokldde jme, %¢ je ddn prostor s mirou (X, #, ) -

A/ Nejdfive definujeme integrdl z jednoduchych funkei /viz 7,27/¢ Je=li
£ Jjednoduchd, f +tvaru f = i . Cn definu jeme
J ’ — Iy cEi ' Jem:

M-
;/~r au = ?;; Iy - wE
mé-1i soulet vpravo amysl /chépeme 0.r 00 = *+ 00 ,0=0/.

Je nutno ukdzat, Ze |

a/ definice 2/:’ d(a, nezdvisi na volbé& tvaru funkce f
/viz té% 7,37 - 2/,

b/ jsou=li. f, Jednoduché funkce, f 7 f , ‘
£ hé d
Jednoduchéd funkce, ?otom xl&glo fn - =. }/‘f éd w ,
¢/ JjestliZe .f.‘n » &, Jsou dvé posloupnosti Jednoduchych funkei,

fn/'f. & 7 £ , potom

N - L LI
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7,41,

B/ Nyn{ definujeme integrél z libovolné nezéporné 5 - m&fitelné funkce.

Je-11 £20, £€/ (%) , existuje podle 7,30 posloupnost jedno-
duchych funkel £, tak, Ze £, A £ = definujeme

,‘/fd(““"',}}{,“o/fnd(‘? .
Je nutno ukdzat, Ze
a/ &islo ff d,« nezévisi na volb& posloupnosti f, ,
b/ novd definice f 4 d(dc. neni v rozporu s definici
/ d .« pro Jednoduché funkce .

C/ Pro libovolnou % - m&fitelnou funkei definujeme integrél jako
v 7,32 D . .

Necht (X, & ,Ca,) je prostor s mirou, “X <+ o,

N
"Délenfm mnofiny X ™ nazveme libovolnou koneZnou soustavu { £, }" -

podmnoZin mnoZiny X tekovou, Ze

1/ E, € ¥ pro i = 1l,...,N,
-2/ mnoiiny Ei jaou po dvou disjunktni ,
3/ _U E, = X.

[=7 1

: N
Pro libovolné "d¥leni®” D = {En }n - mnoZiny X a pro libovolnou omeze-
nou funkei £ na X utvofme velliéiny

N
S(f,D) = — ;lgp £f(x) . (“(Ei)
N .
s(£,0) = 2 inf £l . alB)
L

- /s(f£,D) a s5(£,D) Jsou tedy "horni® a "dolni" soulty/.

UknZte, Ze
1/ £ e A () = 13:' s(g£,D) = aup s(£,D)
/infimum a supremum se bere pfes v3echna d3%lenf D mnofiny X ,
2/ 1n£S(£,D) = aup o(£,D) = t e ().
Pro libovolneu % - miéfitelnou omegenou Ffunkei na X /pro X o0 Y/
ge ném tedy opé&t podaiilo definovat integrdl vztahem
ffd = inf S(£,D) = o a(f,D) .
I c“ > : z‘,‘P '

Roz8{fent definice na p¥ipad obecné mnofiny X € % a libovolné % -mé-
?itelné funkce na X Jje paek stejné Jjako v cviZeni 7,32 .,
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*
7442,

'7’430

Bud Qén op&t prostor s mirou (X, ¥, &) , .a¥X {+ 00 , nechl

£ € 4 (%) . Definujme integral f £ nap¥{iklad jako v cviZeni
X
7,32, '

Pro libovolné celé n a libovolné & > O poloZme

A§‘={xex;neéf(x)<(n+1)&},
+00 :
s(f, &) = . . A%y .
(£,8) = 2 m& . culd
Potom plati
. +00
&
1/ f,éif((a.) = {ada n-Z-oo n. & . Ca,(An)

konverguje absolutné pro kezdé <& >0 a
f £ a = lim S(f, &)
X (“I E-» 0+ !

/viz té% p¥. 8,61/,
+ 00

2/ tada 2 ne. Cu(arf‘) konverguje sbsolutnd pro kazdé
- N=-—00

€>0 = red(u).
Odtud je téZ viddt, jak by bylo moZno definovat integrdl.
Provedte !
Uvedme je¥tZ jednu pouZnou definici Lebesgueova integrdlu v E .
Zopakujte si proto definici jednoduchjch funkei v intervalu (a,b)

/viz 7,27, kde poloZite X = {a,b > , % = systém viech lebesgueovsky
m&¥itelnych mo¥in v <(a,bd> , ¢t = Lebesgueova mira/. Funkce $° se
nazyvéd elementdrni jednoduché funkce v intervalu ( a,b > , jestliZe

existuje déleni{ D intervalu {(a,b ) ,

D:yo-'—a{yl( o--n<yn=b

a reélné &1{sgla cl g0y Cn tak' Ze

?’(x) = ci pro X E <yi_.1 [} yi) ’ i-= l,aao’n .
UkazZite, Ze

1/ ka%dd elementérni jednoduché funkce je Jjednoduchd funkce, ale ne
naopak /napf. Dirichletova funkee - viz pF. 2,31 - je jednoduché
funkece v intervalu (0,1 s ale neni elementdrni jednoduchd
funkee v {0,1) /.
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Je-1li £ Jjednoduchd é‘m}:ce v intervalu {a,b> /at ji% elementdrni &i
ne/, definu,jemz f £ stejnd jako ve cvideni 7,40 A /%emu je pak roven
a

integrdl - f f pro elementdérni jednoduché funkce 7 /.
Q

Buld nynf £ 1libovoln4 omezend lebesgueovsky m&fitelnd funkce v inter-
valu (a,b) C E, . Oznalme symbolem J , resp. E systém v3ech jednodu-
chych, resp. elementérnich jednoduchych funkei na intervalu {a,b> .

Definujme nésledujici vell&iny:

R £ ‘ &
(R)Z f=;..€n£ a/g, (R):[f=és€11§a/-h,
2z f hsf
13 £ + 2
(L>Zf=;gng, cm_[f-—.;:%a/h.
gz f | A f

UkaZte, Ze

A v _
2/ (R) Jf , (R)ff jest horni a dolni Riemanniv integral
~a
funkce £ ,

" ¢ & #
Y, (R)fré(m[f=cm_‘z/r < w /[t
o . 4

£ &
Spolednou hednotu (L) :[ f a (L) / f pak prohldsime za Lebesguely
integrdl funkce f pies interval <(a,b) .
Odtud ji%¥ lehko ukéZete, Ze

2z ‘ Z
4/ exiatuje-li (R) a/f y Jest (R) aff = (L) /f .

.4
Jak by se nyni rozdfifila definice (L) / f na neomezend intervaly &i
a

na neonezené funkce T

**
Ty44.

A/ Oznefme symbolem K systém vlech nezdpornych a nerostoucich funkci

/zobrazent do E, 1/ na intervalu (0,+% ) . Lgze ukdzat, Ze existuje
prédvé jeden funkciondl I na systému K /piipousitime, Ze If mi¥e byt
i +o pro f € K / takovy, Ze jsou splndny ndsledujici axiomy:

]./anK, fn/f /zFejmd je £ € K / %t]_.}.lgli’n=1f,
2/ f,g € K /efejnd je £+ g€ K/ = I(£+ g =1f+1g,

/I ¢, =2 Ppro livovolné g > O , piifemf ¢
rakteristickou funkci intervalu (0,z) .

. gnamens cha-

B/ Bud nynt (X, ¥ ,4) 1libovolny prostor s mirou, bud f nezdpornd
% - mEfitelnd funkce na X , bud x > 0.
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Ty45.

Omaenes’f‘={yex; £(y) > x},tedy E’rfésp. Ka%dé funkci
feA({®), £ 2 0 priradme redlnou funkei h, definovanou na inter-
valu (0,+0c0 ) predpisem h,(x) = w(EF) . Zfejmé hp € K /viz od-
stavec A/. Existuje tedy Ih, a poloZme ¥ fam = The,

Pro libovolnou funkei £ € /A (¢ ) poloZme pak

./f au = /f" a - /f" a mé-13 rozdfl
4 fas= VAL S Y
vpravo smysl.
Méme~1i nyni odvozeny zékladni vlastnosti funkciondlu I na systému-

K , vyplynou nédm v3echny vlastnosti 3/ f de  zcela automaticky
z prisludnych vlastnosti funkciondlu I .

Pozndmky

1/ 0 dalsich zpisobech zavedeni Lebesgueova integrdlu se lze do&ist
nap¥. v knihdch

V.Jarnik, Integrélni po&et II ,
I.8erny - J.MaFik, Integrdlni pofet I /skripta/.

2/ V celé této kapitole jeme predpoklédali, fe X € ¥ .
lebesguelv abstraktni integrdl lze definovat a zavést i bez tohoto
omezujieiho predpokladu, nebudeme se tim v3ak zabyvat.

- 223 -



	a
	b
	c
	d
	e
	f
	g

