6,1,

6. Integrdly zévislé na parameiru

M&jme dénu funkci dvou proménnych fix, o ) na mnoZind A , kde M Jje
n#fitelnd mnofina v E].’ A prozatim libovolnd mnoZina. Piedpokléde jme,
3¢ pro ka¥dou hodnotu & € A exliztuje 4 f(x, & ) dx . ObeenZ pro

rdzné hodnoty o € A miZfe tento integrédl nabyvat riznych hodnot, vidime
tedy, Ze \{ f(x, ) dx Je funkci promdnné & na mno%in® A .
Oznatme Flax ) = J'f(x, & ) dx pro « € A (viz téZ 4,14). Zajimajdl
nids nyni vlastnosti funkce F - JeJji limity, spojitost, monotonie, deriva-
ce, atd. Jde o #adu otdzek, kdy urfité vlastnosti funkce f (chépané jako
funkce <& ) implikuji tyté% vlastnosti funkce ¥ . V daliim budeme po-
tifebovat hlavné v&tu 60 (o spojité zévislosti integrdlu na parametru)

a vétu 61 (o derivacl integrédlu podle parametru) =~ zopakujte si Je.
[Pozné_tmka - funkei g =z véty 60 ¥ikédme konvergentni me jorants k Ffunkei
f{x,& ) na mno%ing M pro & € A , rovnd} tek funkel & =z vity
61 Fikdme konvergentni majoranta k funkci % na mno¥ind M pro & € IJ

ViimnZte sl nyni analogickych vét k vétém 60, 61, které plati pro fa-
dy funkei:

v&ta A: "Budte funkee f, definovdny na mnoZin¥ M , bud

n
2]
r = 2 f, na M , nechi
n=1
2/ f, Jsou spojité na M,

o0

3/ fada Z4 fn~ konverguje ste jnomérn& na M ,
ﬂﬂ'

Potom je f spojitdnma M ™ .

v&ta B: "Funkee f_ budte definovény na intervalu I C E, , necht
o i

2/ Z, fn konverguje a'.l,eapoﬁ v Jjednom bod& intervelu I ,
?z-

3/ a/ proka%dé n € N
a ka%dé x € I existuje vlastni -f;(x) ,

o
b/ Pada 2:1 f. konverguje stejnomrn¥ na I .

Potom ; fn konverguje na celém intervalu I . Ozna~
Sime-11 f = ,;2;1 f, » mé funkce f vg:\’.lde na interva-
lu I vlastni derivaci, pfilemZ £ = :z:_; fr’x na I".

Vidime, %fe vty A a B Jjsou zcela analogické vitdm 60 a 61 ,

pouze roli existence konvergentnich majorant zde hraje stejno-
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6,2.

mérné konvergence. Zd4d se, %e v¥ty 60 a 61 maji tedy “"sllnjsi" piedpo-
klady neZ analogické vity A,B - vime totizt, Ze Pada ,;i;, £, konvergu-
Jje stejnomérné na M pocge Weierastrassova kriteria napfiklad tehdy,
existuje-1i k ¥ad¥ Z,, £, ne mnozind M Xonvergentni ma jorantni
fada s konstantnimi élen; - miZe se oviem stdt, Ze ifeada ’;z;f f,, kon-
verguje stejnomdrnZ na M i tehdy, kdyZ %4dnd takovéd konvergentn:[ ma jo-
réﬁtni fada neexiatuje (uvedte pffklad!). Uv&domte si vBak, %e rady ne-
muaf b&t‘ na druhé stran& absolutn® kenvergentni, zatimco Lebeagueldv in-

tegrdl Je "absolutnZ konvergentni" (vita 44).

Pozndmka
P1l hleddénd konvergentni majoranty g 2z v&ty 60 byvd vyhodné poloZit
g(x) =£gg If(x, o )I + Je=1i -nynt g € .f-'fM a jsou-li spln¥ny

ostatnf{ piedpoklady, miZeme vEtu 60 pouZit. Velmi Zasto se stdvd, Ze tak--
to ziskang funkce g (coZ je vlastn® "nejlep¥i” majoranta) neleZf v systé-
ma &, . Z toho oviem je¥td neplyne, Ze by funkce F(@) rebyla na mno-
Zingd A spojitd. Uvidomime=1i si, Ze (podle definice) funkce F je
spojitd na mnoZin& A +tehdy & Jjen tehdy, Je=li spojitd v kaZdém bodd
mnoZiny A , vidime, Ze stal{ dokézat spojitost funkce F v kaZdém bod¥
mnoZiny A (ostatn® vime,.Ze spojitost funkce F je pouze “"lokdlni®
vlastnost, nebude proto asi nutné hledat konvergentni majorantu v celé

mnoZing A ).

Nechl napffkiad mnoina A je otevieny interval (p,q), chceme do=-
kdzat, Ze funkce F Jje spojitd v tomto intervalu (p,q). K tomu je nutné
a stadfl dokdzat, jak jome JiZ poznamensli, Ze funkce F je spojitd
v kaZdém bod® intervalu (p,q). Bud tedy a, € (p,q) . Abychom dokézali,

Ze F je spojitd v bodé a, , staddl (nen{ to vsak nutné!), dokédZfeme-1i,
e funkce F Je spojitd v ndjakém intervalu <{p,, 9,> C (p,q) takovém,
%e a, € (po,qo). (Oddvodn&te!) ., Pri dlikazu spojitosti funkce F v inter—
valu <p°,q°) poufl jeme op¥t vétu 60, ale klademe nyni g{x) =

= sup If(x, o )I » tedy supremum se jiZ nebere pres cely pivodni inter-
X €<P;.90)

val (p,q).

DokaZte si nyni sam:tr ndsledujici véty:
1/ funkece F je spojitd v intervalu (p,q) &> F je spojitd v kaZdém
intervalu {p_,q,> C (p,q) ,
2/ F Jje spojitd v (p,Q) © F je spojitd v ka%dém intervalu
(Pya,> € (pya) ,
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3/.F je spojitd v (p,q) <> F Je spojité v kaZdém intervalu
{Py1a ) C (pya ).

T&chto jednoduchych v&t tedy budeme v daldich pifikladech pouZivat,
podrobné si je prostudujte a promyslete!

Tatds pozndmka plat{ i pro pouit{ vty 61 , hleddme-1i konvergentnf
majorantu G , kde op&t byvé ne jlepsd{ zkusit

GG (x} = sup I% (x,a')l.

a€EA
e—Gfx
643, Uka%te, %e funkce F , Fla) = f - > dx , Jje spojitd
0 X
v intervalu < 0,+ ©© ).
[ 1/ UkaZte ne jir{ive - jako cviZeni - Ze tento integrdl konverguje, prévé
kdyt & €(0,+00 ) .
2/ Uké¥eme, 3¢ F Je spojitd v ( O,+ 00 ), poudljeme v&tu 60 , kde
klademe M = (0,+00 ), A = {0,+ % ). Ovéfime pfedpoklady:
e~ XX
1/ pro ka3dé @ €{ 0,400 ) Je funkece = ( jakofto funkee x !)
-ax l+x
spojitd v (0,+ 00 ) , tedy e N
1+ 2 (a,+0°).
-ax
2/ pro kazdé x € (0,+00 ) je funkce { jakoZto funkece
1+
¢ 1) spojitd v < 0,+0 ),
e~ &F 1
3/ PoloZime-1i g(x) =ag%g,+oo) T2 je glx) = T2
na (0,400 ) a tedy g € ;é’(a’;m) .
Tim jsme ovErili viechny pfedpoklady v8ity 60 a podle tvrzeni této
véty je funkce F spojitd v intervalu ( 0,+00 ) l
’ o0
644, UkaZte, Ze funkee F(x ) = f e” ¥ ax Jje spojitd v (0,+ 00 ).
) .

1/ UkaZte, Ze integrél konverguje, préavd kdyZ @ € (0,400 ).

2/ UkéZeme, Ze F Jje spojitd v (0,+ 00 ), poloZite ve v&t¥ 60 A =
= (0,400 ), M= (0,+ 00 ) a ovifte pPedpoklady 1/ a 2/ .
Hlede jme konvergentni majorantu, nejvyhodndjsi je zkusit g(x) =

-ax
e ndtud pl = 1 pro kaZdé O,+ &
a,sé—lpf"ﬁ‘m) ! plyne, Ze glx) 1 p x € (0, )

a neni tudif g ¢ x@d_oo) {prod?).
Zkusme postupovat podle pozndmky 6,2. Stall, ukédZeme-=1i, Ze funkce F
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je spojitd v kaZdém intervalu ( .i’o st 00 ), kde Py > © (vidime totiZ,
%e pifl hleddni konvergentni majoranty, "vadi” bpd 0). Bud tedy Po > 0
& aplikujme v¥tu 60, kde klademe A = <p°,.+‘00 )y, M = (0,400 ),
Opét sami ovi¥te pPredpoklady 1/ a 2/ a hledejte konvergentni majorantu

ve tvaru

N ~ax '
= gup - e : X € (O+@ ).
) 2, T X E

DX
Vidime, %e g(x) =.e 0 pro x € (0,400 ) , tedy 8 € Ly 400

Funkce F Je spojitd v libovolném intervalu < p ,+ o0 ) C (0,4 ),
tedy Jje spojitd v (0,+00 ).
3/ Jako cvileni spoitste F(a) ! |

Priklad 6,4 jedtd jednou podrobnd projdéte a rozmyslete; aZ védm bude
jasné, pro¥ jsme nemohli pouiit v&tu 60 na cely interval (O,+c0 )
na jednou, pejddte k daldim pFikladdm.

6,5.

+71 '
Bud F(a) = :f//xz + a2 dx . DokaZte, Ze
1/ integrél existuje, jako Riemanniv pro kaZdé a € Ey
(spo&t&te jej!),
2/ funkce F Jje spojitd v B, .

[] UkaZte, %¢ F Jje spojitd v ka¥dém intervalu <(~p,+ p), kde p > 0 ;

majoranta g(x) = /x* +p° na (~1,+1) pro a€ <-p,p) . [

646,

i F(a) & Ite, %
Bud F(a) = / ——————— . Ukeite, %e

o JE o+ al '
1/ integrdl exiastuje jako‘ Riemanndv pro kaZdé a € El y 8 ¥ O

(spodtite!l),
2/ F(0) = +00

3/ F Jje sudhd funkce ,
4/ F Je spojltdv ( ~ 00 ,0) U (0,+00 )

6,7

” 4/ UkaZte, ¥¢ F Jje spojitd v kaZdém intervalu (p, +00 ), kde p > 0 ;

majoranta g(x) = —2  ga (0,1) pro a € {p, +o0 ) ”

X2 +p2

DokaZte, Ze: oo

1/ Flo) = [e-—axzdx Je spojitd funkce v (0,+ 0 )

[viz p¥. 5,84,] ’

2 .
2/ F(a) = /12 . cos ax dx Jje apojitd funkce v E, [spoététe !] ’
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3/ F(a) = ‘[1::& dx je spojité funkce v (-1l,+e0 ) ,
4/ F(n) = /?mxn dx Je spojitd funkce v (-co0 ,-1),
5/ F(y = \O/"arc teg ;—i‘ dx Je spojitd funkce v (0,+ @ ),
6,8, Dokaite, Ze funkce F(a) = '0/ zxjxxa Je BPO:]i.té'fmkce v intervalu
(2,400 ) .

l 1/ UkaZte, %e integrdl konverguje, prdvé kdyZ a € (2,+00 ),viz pi#.3,44-10.
2/ Ukaite, Ze F Jje spojité v libovolném intervalu (p,+ o ) , kde

P> 2.

PoloZite-1li g(x) = sup -
ael{p+o) 2 + X

X

pro x € (0,+00 )

Jje

pro x € (0,1)

glx) =
\ x
X pro X €<1,+00 )

(Pronyslete a oddvednite!)

x
2 + xP

Protoie %—[ € ffa,'/) a € xﬁ,+oo) .Je

g € .55&4_09) (op&t odivodn&te!) a jsou spln¥ny pfedpoklady vity 60.

(== ]
6,9. Uxazte, Ze funkce I(a) = j 50—555 dax Je spojité v intervalu

- X
(1,400 ) . z

“ 1/ UkaZte, %e pro & € (1l,+0 )} integrdl konverguje.
2/ Ukaﬁ.te, Ze funkce I je spojitd v kazdém intervalu {Pyq) C (1,+00),

', leos x| 1
ma joranta g(x) = sup l Los X
a€elp.g> x®

\Eg_sxi_ﬂ pro xé(l,"”oo )’

snadno nahlédnete, fe g € ,,‘f(f +o0)
T,

3/ Jako evideni ukaZte, Ze i nésledujici funkce jsou konvergentni ma joranty

. ©cos
k Tunkei ---xTx na intervalu (%,+oo ) pro ae(p,q) C (1,400 ):

- 167 -



a/ g(x) = ltog xl | m'—

b/ s%(*)

/

c/ ga(x) = max (

A/ g0

o

..lq_ prd x E-(%,l)
- ,
—:':—p pro x € € 1,409)
2 i,
¥ ' xP

6,10.

UkaZte, %e funkce / (s) =
viz té%Z pF. 8,63 ) Je spo.j:l.té v intervalu (0,400 ) .

s

e X dx (tazv. Gamma funkce,

ﬂ 1/ Ukaite, ze /' (as) { +00  pro
pre¢ 8 € (- o0 s O 7 .

2/ UksZte, Ze funkce
<p|Q> C (0,+00 )

Ms joranta g(x) = sup

77

ae(o,+0°), /7{8) =

Je spojitad v kaZdém intervalu

X , xp-1 pro x-G(O,i) ’

-X g1 _

e « X

SE<P.2)

op&t zjistite, Ze g € :{,’(a +00)

\x | gl pro x € (1,400 ),

3/ UkaZte, Ze 1 ndsledujic{ funkce jsou konvergentn{ majoranty k funkei

xs-l e x

a/ gl(x)

b/ gy(x) = o~X (xP7l 4 x3°1 ),

e/ gy(x) =<
7 e(q) . e

na (0,+00 ) pro s

max (e-x Ip-]' ’

1 pre

_"Ik

e <PaQ> C (o,+ W):

e-x xqﬂl) ’

x € (0,1)

pro x € (1,+00 ) ._”.

6,11.

UkaZte, Ze funkce F(b) =

© pal’

x
== Aax Je gpojitéd v :l.ntervalu (0,1) .

l+x

HT/ Integrdl konverguje, prévi kdy#
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2/ F Je spojitd v libovolném intervalu (p,q> C (0,1),

konvergentni majoranty:

xp-l
/ 1+x pro x € (0,1)
gl(x) =
\ xq-l
Tox pro x €(l,+ @ ) ,
p-1 .
— % pro  x € (0,1)
<372 pfo X €(1l,+00.) ,
gix) = APl 5372 spod. ||
6,12.| DokaZte, Ze
| 7 axz-!-l
a/ Fa) = f ax Je spojitd funkce v (0,+00 ) ,
2 2+
4 1
v/ Fla) = ;/r SAnX - v (=1,+00)
7 x(x+a)? ’ ’
4
¢/ F(a) = f sinx ax -"- v (-0 ,2),
° Br-xn .
p .
a
4/ F(a) = \[ ﬁ dx - ("'13"'00) ?
2
e/ F(a) = f = o - (-0 ,1) ,
" |10g %]
[ =]
£/ F(a) =‘0/’ sizx “8% ax "= (0,+00 ) ,
7
g/ F(a) = ‘0/‘ log (x%+a®) ax -r- (0,+00 ),
6,13. Uvaiujeme F(a) = \0/ ae® ¥ gy,

1/ DokaZte, Ze integridl konverguje pro

2/ DokaZte, Ze F Je funkce lich4.
3/ DokaZte, Ze F Jje spojitd v

kaZdé a € -El.

(-m ’o) W) (0,+m ) .

1[ Veznéte libovolny interval {p,q> ¢ (0,+00 ), potom z¥ejmd
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2 2
-y -a'x -p~X
a€l{p® =)|ae | € P eZ, .|
4/ Zkomejme nyni spo,jifo.st funkee F Y boqé' a = 0. Abychom ukdzali, Ze
F je spojitd v bodd a =0 , stadllo by ukézat (ale neni to nutné!),

fe F je spojitd v ndjakém intervalu (-p, +p> , kde p> 0 .
Zkoume jme, jak vypadala majorants na intervalu {(0,+0® ) pro

a € (-pyp>
2 2
g(x) = sup |ae"a xl = max (peP X ; —2= o
CE“P,P} ! 2x

(provedte podrobn¥!). ProtoZe ;J'_- f x(g,q-oo), nemife byt ani
' x

g € .‘ﬁfa,m} . V%dime, Ye se nim nepodaff nelézt konvergentni majo-
rantu k funkci ae™® * na (0,+00 ) pro %ddng interval <=-p,+p»

(z toho oviem JeBt3 neplyne, %e by funkce F nebyla spojitd.v bodd
a=01). Spostéte vlak, Ze F(0) =0, F(a) =1 pro a #0 - tedy
F neni spojitd v bodé a =0 .

I kdy% tedy funkce f£(x,a) byla spo.jiti pro ka?dé pevné x € (0,+00 )
v bodé a =0 , nen{ funkce F(a) = ‘[ f(x,a) ax spojitd v bodd

a=0.

7
6,144 UvaZujme F(a) = faigri(x-a) dx .
(4

1/ Pro kaZdé & € E, Jje sign (x-a) e./l(”) (oddvodn&te!) .
ProtoZe |sign (x-8)[£ 1 pro x € (0,1), Je eign(x-a) € x(o,)
pro ka¥dé a € Ey .

2/ Bud x € (0,1) pevné, potom funkce sign(x-a) (jako¥to funkce a! )
je spojitd ve viech bodech a € E1 8 vyjimkou bodu a = x , kde Je ne-
spo jitéd.

3/ Lehko zjistite, ZXe

l pro a € (-0 ,0 ,

l-2a pro a €(0,1)

F(a)
-1 pro a € {l,+00 ) ,
tedy F Je spojitd v celém El .

Proti p¥ikladu 6,13 je nyni f£(x,a) nespojitd (p#i pewném x Jako
funkce a/ a funkce F(a) spojit4.

3
6,15.| UvaZujeme F(a) = .,[ sign a ax .

1/ UkaZte, Ze pro libovolné a € E, integrdl konverguje.
2/ Funkce sign a Je nespoJitd v bod¥% a =0,

- 170 ~



6,164

6,17.

6,18.

3/ Pro = €B, Je F(a) =2 sign a , tedyi F Jje nespojitd v bodd

a = 0,

UvaZujte obecnd F(a) = / ¥(a) ax pro M £+,
A .

1/ Je-1i ¢o(a) kone¥nd pro a € A , integrél pro tato a konverguje,
2/ je=li ¥ > O , potom '

P Je spojitd v bodE a & ¢ je spojitd v bodd a ,
3/ Je=i uM = 0, je F spojitdv A (nebol F =0).

Dokaite!
r

T
UvaZujte F(A) = f 'Tgi‘z—-
2 1+ tgx

Dokaiéte, Ze
1/ pro libovolné X € E, integrél existuje jeko Riemanniv,
2/ F Je funkce sudd ,

1
1+ Al

3/F(7\.)=%— pro  |A[# 1

[ pousijte substituci tg x = t |
T 1

4/ ukeite odtud, ¥e F (A) =%

5 - l—:m pro viechna A€R

. 1
" funkce F( A) 1 %7' . i—m Jsou spojité v E, a rovna ji se pro

vSechna A # + 1__“ ;

5/ apodtdte téZ piimo F(1) , F(-1) .

Budte :
o] o
1+x l-l-x2

UkaZte, Ze funkce C,S jsou spojité v E, !

V dal3im budeme vySetfovat derivace integrdld zdvislych na parametru.

MiZe se atét, %e neumime spolitat int.egrél )/" f(x,a)dx (bdinymi metoda-
mi, obvykle jako Newtoniv), oznsme JjejJ F(a). Naproti tomu se ném podaii
spoéitat ,{; —é‘z; f(x,a)dx , zajimé nds, Jak& Je nyni vziah tohoto integré-
lu a funkce F {a). Za urditjch predpokladd (v&ta 61) mezi nimi plati rov-
nost. TakZe i kdy? pfimo neumime "spositat F(a)", umfme "spo&itat F (a)"
a uréenim prisludné primitivn{ funkce dostdvéme F(a).

Prostudujte si podrobn& znovu pozndmku 6,2 - chceme-1li spoditat
¥'(a) v intervalu (A,B), stadf, spoiitéme-li F(a) v kaZdém intervalu

{p,q> takovém, Ze (p,q> C (A,B).
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' T
‘ L + arctg (atgx)
6,19. Spo&téte F(a) = [ v ax !

" 1/ I kdy% to v t&chto pfikladech neni nutné, budeme vidy zkoumat, pro
Jaké hodnoty parametru g dany integrdl konverguje.
Ukazte, %e integrél existuje jako Riemanndv pro vdechna a.€ E, -

2/ Podle v&ty 61 spo&itéme F (a), vzhledem k tomu, %e funkce F Je
lichd (pro¥?), omezime se jen na hodnoty & 2 0 , tJ. ve v&td 61 poloZi-
me ¥ = (0, ), & = (0400).

Ov&fujeme jednotlivé pfedpoklady vEty 61:

o arotg(atex)
a/ pro knZdé a € {0,+°0 ) jJe tgx € ./[@’_ig) (pro¥?),

b/ integrdl konverguje pro a = 0 (my jsme vlastnd ukézall daleko
vice - fe konverguje pro viechna a € El 1),
c/ pro kazdé a € (0, ®© ) a kaZdé ' X € (0,%—) exiatuje

2 (arctg(atﬂ) _ 1
%a tgx 1+altfx

d/ musime najit konvergenini majorantu k této derivaci,poloZme

= _1_ x ’
G (x) daeu?o,m) 1+52tg21 pro x € (0, T)

zie jné G (x) =1 pro viechna xe(O,%-') y Yedy G € 53@ .1).
* 2

Podle tvrzeni véty 61 integrédl konverguje pro viechna a € {0,+ o)

. % 1
F'(a) = —_—ax, A€ 0,400 ) ,
‘aflmztgzx ’ '

Podle p¥. 6,17 zJjistime, Ze

1

4 -
F (B) -"2—- ﬁ '

a € (0,+400).

O0dtud plyne, Ze exlstuje takovéd konstanta C , pro ni¥ F(a) =

r
=3 log(l+a) + C, a € (O,+ 00 ) {oddvodniéte!) .

Zbyvd nynf jJen urZit hodnotu konstanty C . Vime viak, io pfedchozi
rovnost platfi pro vlechna a € {0,+ 9 ), tedy 1 pro a = 0. Proto-
fe F(0) = 0, dostdvéme ihned, Ze

0 = FO0) =:2!. log(1l+0) + C ,
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Uvédomfme-11i sl konedné&, e F je lichd funkce, dostdvame
T

Z
F(a) -_-_[ w—%ﬁ)— dx = sigza.-?.log(li- laf ), aeElﬂl

=]

arctg ax
6,20. Dokaite, Ze /

. dx=uigna..%-103(l+la|) pro a € E,.
1 x(1+xz)

H Uxszte, Ze integrdl konverguje pro viechna a € E, , oznalte jej F(a),
2/ PouZijte vysledku cviZeni 6,19 a substituce g x = t.
3/ Uka¥te, 2¢ F je funkce lichd.
4/ Oviite, Ze jsou splniny pfedpoklady véty 61 — M = (0,+ 00 ),
A= {0,+00 ).

Ne jalle2it&d j81{ Je op&t nalezeni konvergentni ma joranty:

1 1
G{x) = sup = ) 2
T aeim) (13a2) (1422) 142 (@xee)

0dtud plyne, Ze

[+.2]

. dx
F(a)=f pro &8 € { 0,4+ 00 )
2 (1+a222) (1+x7)
UkaZte, Ze
P Ve 1
F(°)=T"f;'; pro a € (0,+00 )

(nutno rozlisit pfipady a =0, a =1 anebo ukdzat, Ze F (a) je
spojitd v { 0,4+ 00 )} obojl provedte podrobn&!)., Odtud vzhledem
k podmince F(0) = 0 a wvzhledem k lichosti F dostdvéme tvrzeni_:_[l

® 1 78X
6421. Zkoumejte K(a) = f — dx .
0 x e*

1/ UkaZte, Ze integrdl konverguje pro a € (-1,+ 0 ), pro a ¢ (=00 ,-1)
Je K(a) =-00 |,

2/ Ovérte pfedpoklady vity 61 (M = (0,+00 ),A=(-1,+00 )} - poloiime-1i

2 1 - e-ax
Ja ( xex ) pTo X € (0,"’ o« 1},

G(x) = sup
aed

Je
x) = sup e '@VIX oy roxaraé x € (0,40 )
T

a tedy G ¢ .%&4_00) )
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Musime se proto omezit - obdobn& jako u pifkladd na spojitost - na libo-

" volng interval (p, +% ) C (=1,+ ®© ),

Potom konvergentni majorantu nalezneme snadno:

e-( a+l)x _ e-—(p+1) x

G6(x) = sup pro x € (0,+ ®@ ),
ae€{p+o) .
tedy G € L)) (je¥to p> -1 1).

Podle v&ty 61 jest

oo
K'(a) = / e—(a+1)xdx=;-_::_'i- pro & € {p,+ 00 ),
(2

Protoe {p,+ o0 ) byl libovolnf interval s p > -1, jest

X'(s) = a‘»lII pro viechna a € (-1,+00 )

(rozmyslete!).
Vzhledem k podmince K(0) = 0 dostdvime

K(a) = log (1+8)  pro a € (1,40 ).|

6,22,

[~ 2]
- in a
Bul Pag = ) o HRAX o

-

Potom F(a,k) = arc tg% pro k €(0,+00 ), a € El .

DokaZte!

“ 1/ Integrdl je v tomto p¥{padé dokonce funkc{ dvou parametrd - a,k .

UkaZte, %e integrdl konverguje pro k € (0,+® ), a € El .
2/ V tomto piipadé mdme na vybranou, miZeme derivovat podle "a"qi podle

*k" . Probereme oba dva zplsoby.

I/ Bud X € (0,4 ) konatantni a derivujeme podle &a .

Ovéfte pfedpoklady vdty 61 . NejdhleZitdj#i Jje op&t nalézt konvergentnf

ma jorantu, ale

|_§9_(e_kx.s__i_n£:)l =|o"n.cosax'é oTkx
a x '
stadi tedy poloZit G(x) = o kX pro x € (0,+ 00 )
(funkce G "mezévisf na a* a G € 53(0’+m) ).
Tedy ' eo

aF -kx k

e (a,k) = e e COB AX dXx = —S5—3

da ? ‘t[ 12+k2

{vieg kup¥ikladu 4,48).

0dtud plyne, Ze a
F(a,k) = are tg g + C(k) ,
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kde "konstanta® tentokrdt miZe zdviset na zvolenédm k € {(0,+ 00 ) (pro¥?).
Z pivodniho integr4lu je oviem ihned vidst, Ze

F(O,k) =0, tj. C(k) =0,

11/ Zxusme nyni derivovat podle "k", nechi tedy a € E, Je pevné. Op3t
ovifte piredpoklady viéty 61 ,

~kx | slnax ) . . oK% | ginax.
X

39? (e
Zde se nédm ji% nepoda¥i najit majorantu spolenou pro viechns
k € (0,+00 ), to viek nevadi - omezime se op3t pouze na k € (p,+% ),
kde p > 0 .

Potom .
| e = sinax | & ¢ = ¢PX |y c(0,400 )
| _ /
a funkce G(x) = e P¥ Je hledand konvergentni majoranta. Integraci

op&t dostévéme (provedte podrobni!, viz 4,47)

F(a,k) = arc tg%-’- c(a) ,

kde "konstanta® op&t miZe zdviset na (ze za¥stku pevnd zvolené) hodno-
t% a . Rovnost platf pro viechna k ¢ .< Pyt ), kde p> O byle
libovolné &fslo, tedy vysledek plati{ pro viechna k € (0,+ 00 ),

Zbjvé jesté uréit C(a), zde ném neni nic platné do ziskené rovnoasti
dosadit a = 0 (pro&?). Zkusime provést limitni pFechod pro k —+eo ,
bude-1i toti? exdstovat k‘._l;i;n;al“(a,k) (pfi pevnéw a € E,), bude

= a -
klj.g Fla,x) -A';I._:’Lg [arc tggp + C(a)] c(a) .,

Podle 4,20 (provedte je3t: jednow! je Jin F(a,x) = 0 pro libovolns
a € B . Teda C(a) =0 pro katdé a ¢ E, a jeme hotov{:ﬂ

Z tohoto pFikladu bylo velmi dobife vidét, Ze nebylo tak docela
jedno, derivovali-1li jsme podle jedné &i druhé prom#nné. V prvnim pPi-
padd byi pfeci Jenom postup o n¥co Jednodudii, V daldich piikladech
ee vidy snaite derivovat podle viech prominnych a jednotlivé metody
porovnéve jte!

oo
6,23, UkaZte, Ze funkce F(a) = [ e 2X ax p4 v intervalu (O, 00 )

derivace v3ech FAdY. Spoltéte je !

o=

“ 1/ Lehko zjistime, Ze F(a) = £ , odkud plyne tvrzeni a vztah
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: !
@ = (v" g, eeloro).

F( n)

2/ Na druhé strand ukaZite, Ze
w .
7 (a) = (-1)nf P ax, a €(0,+00)
[}

véta 61 & matematicks maukce!)_Jl

Porovnénim obou vysledkli dostévéme vztah

00 .
- !
: \/‘xn.eaxfdx=—?m pro n = 1,2,...8 € (0,400 ),
0 a
6424, UkaZte, Ze nésledujici funkce majf v uvedenych oborech derivace vSech radd,
spoitéte je, a s jejich pomocf pak odvodte dalsf vztahy.
E4
A/ F(a)=‘[xadx' 36(-1’+w)'
7 n
-1 L ! .
fxa-lognxdx=£—-2—;{-l ’ a € (=1,400 ), n€ N.
0 (a+l)
> dx
B/ F(a) = a € (L,+00 )
/ ) ’ ’ ’
m .
/x-a 1ognxd.x=—i— a € (1,400 ) N
2 (a-1)™*1 e e Ry
+00 dx
¢/ may s / a€ (0,40 ),
= a+x
00 i
D/ F(a) = ,[e'axz ax , a € (0,400 ) (viz 5,84) ,
2
E/ F(a)=_a/qcosaxdx, a € E, ,
o0
¥/ 7(®) =f e ax , 8 € {0,400 ).
4
oo
1 - o-8%
6,25. Spoltiéte H(a) = =2 dx !
0 xe

“ a/ UknZte, Ze integrdl konverguje pre a € (=1,+00) .

b/ Ovérite-li pFedpoklady vity 61, Jest

g0 2y o2
, _ . ~(a+l)x 1
H (a) = .a/- xe ax = 2(as) PO ka%dé a € (~1l,+ 0 ) ,

protoZfe H(O) = 0 , jest H(a) =%‘ log (a+1)_._u

-1?6...



/oo -ax2 -bx.2
6,26. Spod&tite F(a,b) = A ' dx !

[[ a/ Ukaite, ¥e integrdl konverguje, pravé kdyZz a =b anebo a ) 0,
b>0.
b/ PouZitim vEty 61 dostévdte

oo
2 Fla,b) _ _ ~ax? e _ ot : ‘
e 10} . [ xe ax Ty y konvergentni majoranta je

G(x)sxe_pxz pro XE(O."'OO), ae’{p,"'oo )’ p)O-
Tedy
Fla,b) = - %‘ log a + C(b) , protoZe F(b,b) = 0 s

Je C(b) = % logb , tj. Fla,b) = logg ;_U

po :
log (l+acos x

6,27. Spoltite J(a) = f log (1racos x) .,

: _ ) cos X

[ra/ UkaZte, Ze integrdl konverguje pro a € { ~1,+1> , pro ostatni a neni

‘funkce 10E{1*ACO8Y)  yyu4e v (0, 7 ) definovéna.
coax

b/ Omezte se na a € (=1,+1) a ukaZte, Ze

b

ey s [ &=,

0 1l+acos X

(Majoranta: bud O {p { 1 , potom pro a8 € {=p,+p) a pro
x €(0, 7 ) platd

1 l _ 1 < 1 .1 1
l+acosx |1+ acosx| =~ 1 -|acosx| 1-ls] — 1-p '’

stadi tedy poloZit G(x) = i"'];; pro x € (0,77 ) ) .

tg 5 ukaite, %e

Pomoci substituce t

J(a) . .

1-a°
tedy vzhledem k¥ J(0) = 0 dostanete
J(a) = ¥ arcsin a pro a € {-1,+1) .

¢/ Ukaite, 2e J(a). = 7 arcsin a pro viechna a € {=1,+1> ,
atadl ukszat, Ze funkce J(a) Je -apo,jité v intervalu <«1,+17 (pro&?),
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k ddkazu poslednfho tvrzeni pouZi jte v&tu 60 a vztahu

log(1-coax) log(l+acosx) log{1+cosx)
a € {=l,¥1) => 2 s =&l s B T

cosx cosx cosx
provedte podrobns ! | .
( _ f’f l+acosx dx .
6,28, Spodtéte J(a) = - log I-acoax coax

“ a/ UkaZte, Ze integfrjil konverguje pro a € < =1,+1 > .
b/ Spo&tite J(a) pomoci vity 61 , dostanete

, 2 2dx
J(a) = / —s—3— & konvergentni ma jorantou
¢ 1l=-a cos X ‘

a(x) "LE- pro x €(0,%) , & €<=pp)C (=1,41) .
1-p

Po subastituci tg x =t dostanete J(a) = '—I‘—' y  tedy
l-a

(J(0) =0) Ja) = T aresina pro a € (=1,+1) .

¢/ UkaZte, Zfe funkce J Je gpojitd v intervalu ( =1,+1 > , odkud vy-
plyne, 2e J(a) = 7 arcsin a pro a€ (-1,+1 > - viz pPedchoz{

a/ Pou#ijte té% vysledku pF. 6,27 , dostanete

dx +

4 3
f log{1l+acosx) dx f log(1l+acosax)

T . arcsin a =
o coax cosx

7 z
.\ A :|.¢.'»g(1-l-a¢.'.os::)dz _ / log(l+acoax) o .:/ £

cosx ° cosx 2

log(1l-acoax) dx =
coax

1+acosx
1= acosx

= 1og dx = J(a) pro a € { ~1,41> . I

+
6,29. Spodtite K(A) =[ log(l ::;:cosx) ax 1

Il a/ UkaZte, Ze :lntegréi konverguje pro viechna A € El .
b/ UvBdomte si, Ze K(A) Je periodickd funkce s periodou 2 7 .
¢/ P¥i vlastnim vypodtu (poufitf véty 61) Je tfeba vylouit hodnoty, kde
| edn A | = 1 (pro&?), vyjde K(A) = T arcasin (sin A) pro vlechna
A€E , A# Z sk s k celé.

2
4/ UkaZte, Ze funkce K Je spojitd v B, , tedy K(A) = 7 arcsin (sin A)

pro viechna A £ :1 .

o/ Ukaite, o K(A) = TA pro A€ {-% ,+F >,
5535 212
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£/ Nekreslete graf funkce K(A) !
g/ M4 funkce K(A) v¥ude v E; derivacli ?

h/ Porovne jte vjsledek s pF. 6,27 - stadilo polo¥it a = ain A . I

x
6,30. Spoltite F(a,b) = frlog (a®sin’x + b2cos’n) ax 1
/ .

I a/ Ukafte, %e integrdl konverguje pro libovolnd a € B, » DEE

b/

e/

s vyjimkou a =b =30,

# &

Funkce F(a,b) je sudd v ,a 1 b , omezte se protona a2 0 ,

F ] "
bz0.
Zvolne 1ib6#olné b€ (0,49 ) pewvné, bud a € (0,400 ) .
Podle vity 61 dostanete

9F - E, a?sin’x
S tasd) = / a °*° 2.2 7 2 9x
a ) acginx + bve0sx

(majoranta pro a € (py+to0 ) ,kle p > O

2

=

a2 sinax
2

2
“a
azsinzx + bchs X

2
£ 5 %0y

Substitucft tg x = t dostanete —g—{- (a,p) = L. .

a+b
Ze vztahu F(b,b) = 7 . logb vyplyne koneZnd
atb

F(a,b) = 7".1032 pro a ) O, b> 0 .

UkaZte, Ze vysledek plati ipro a =0, b > 0 (4 a ) 0,
b=0) .

Bud tedy b € (0,+00 ) pevné, sta¥fi ukézat, fe funkce F(a,b) Jakoi-
to funkce a je spojitd v bod® O zprava. PouZijte vitu 60

(x €€0,Z) , a€<0,1> ) a odhacu

log bzcoaaz = 1og(n251n2x + bacoazx) = log(l + %)

e/ Pomoci predchoziho vysledku odtud odvodte, Ze

. x
/Tlo sin x ax = /rlogcoaxdx'-'-yio %
4 g A 5 108 ]

viz té% pF. 5,87 ; 8,64;“
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.-G! - ‘-bx
6,31. Spoltéte I(a,b,k) = / - sin kx ax !

” a/ Ukaite, fe pro a)> 0, b > 0, k € E; integrdl konverguje.

b/ Zvolte k€ By , b€ (0,400 ) pevnd, bul a ¢ (0,+ ).
Potom

. ‘
%{. (a,b,k) = of - %% gin kx dx = a2+k2 (viz pP. 4,47)

konvergentnf majoranta G{x) = e PX pro x € (0,#00 ) ,
aepytoo ) C (0,+00 ) .

Odtwd plyne, Ze

I(a,b,0) = 0 (piimo vidst),

I(a,b,k) = arcth - arctg § pro k#0,
nebo¥ I(b,b,k) =0 .

¢/ Visledek srownejte s piikladem 6,22 , podle kterého jest

00 00
sinkx =-bx sinkx
I(a,b,k) = J P X dx-_[ ebz-—-—i—- dx =

= arctg F-arctgf pro a> 0, b>O0, keB.

Neni to ve sporu s pFedelilym vipoiten? Ukaite, Ze ne.
Pro k = 0 dogtdivdte v obou pfipadech I{a,b,0) = O.
Déle ukaZte, fe pro libovolné = # 0 platf

arctgz+aretg% ={-.slgnz,

odkud ji% vyplyne, Ze pro libovolnd %, #0 , gz, #0 platl

arctgsl-arctgsz=arctg%1—mtg]-’;z ._ﬂ

e-ax __e-bx
x

[+ ]
64,32, S_poététe J(a,b,k) = ‘[‘ cos kx dx !

[ obacbns prixiaau 6,31 , obarifte

J( =1 e |
a,b,k) §l°3;5.,? pro k€EER , a> 0 , b o .]

ax !

...‘x nnbx"’inu

§,33. Spostite F(a,b,c) = _/‘°°
(4

";Uhtte,zepro a € (0,400 ) ‘. b € 31, ee:ll integrdl konver-
guje. '

- 180 ~



v/ Pomoct véty 61 a pfikladu 4,48 ukaite, Ze

o0 .
7F -ax a
7t (a,bye) = '-[ e coa bx dx = ;2:;5

(majorenta G(x) = e—°%), tedy
F(a,b,c) = arctyg !a" - arctgg pro a > 0, by, € K .
¢/ Zkuste té%f spolitat g-{- ’ g—g .

4/ Porovnejte téf s pt. 6,22 . ||

o0 .
6,34. Spottite Fl(a,b,c) = f o-ox Sos b!; LR P
2

2,2 -
[ obacbe p. 6,33 , Pla,b,e) = 3 1os-zz-:-§z pro 830, be€E .|

-bx?

3 ax

‘/‘c° e-axz
6,35. Spottite Fla,b) = / !

I a/ Ukaite, Ze integrél kenverguje buato pro a =b ansbo pro a =0
b g o -

?
b/ Budl b= 0 pewné, a € (0,+0 ) , potom

o0
%% (a’b) =T[ e-ﬂxz dx = - % -%‘— (viz pf'. 5’8‘)"

2
(majorenta G(x) = e X pro a € {p,+o@ ), kde p > 0},

- tedy = vzhledem k F(b,b) = 0 - jest

Ma,0) = /T b~ /Ta pro & >0, b2O0.

¢/ UkaZte, Ze Fla,b) = /T—'-- ﬁ: dokonce pro a = 0, b =Z 0.

Toto tvrzeni dokam¥te

1/ tin, Ze ukdZete, Ze pro knZdé b > O Je funkce F(a,b) Jakoito
funkce & spojitd v intervalu (0,4 o0 ) ,

2/ anebo takto: rovnost F(a,b) = /Tb - /Ta je sfejué pro
a=b=0,pro a >0, b =0 jeme je Jif dokdsall a pro
a=Z0, b > 0 J obdriime darivovéﬁ:tm podle b npebo ze symetrie.
VBe podrobn¥ provedte !

4/ Porovnejte té% s prikladem 5,76 a . Il

1 - e=0F
6,36. Spotite J(a) = —_x-z—?_ ax !
e

o
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” a/ UkaZfte, %e integrdl konverguje pro a € {-l,+® ) ,
b/ Pro @& € (»1,#00 ) Je podle vity 61 a pif. 5,84

oo '
J'(a) = _[ e'(“l)xzdxsi A% , tedy

J(a)=/f(’.+1 - 1) pro ,.'G(-lf"w)o
¢/ UkaZte, Ze J(-1) = - YT . K tomu sta¥f dokézat, fe funkce J Je

spojitd v bodd -1 zprava (prod?),
'k dikazu tohoto tvrzeni pouZijte vétu 60, kde polofite M = (0,+° ),
A= {-1,0> a pouZijete odhadu

2| 2
1 -0 - -l :
22 | a2 e

al 2

16,37. Spoltste K(a,b) = (e ** - e-% ) dx !
)

|| a/ Uka%te, %e integrdl konverguje pro libovolndé a,b € E, .

»

b/ ProtoZ¥e funkce K(a,b) je sudd funkce jak v promdnné ,a , tak

v”b' s, omezime se na a=20, b=o0,

¢/ Bud tedy b = 0 pevné, a € (0,+#9 ) . Potom Je g—g(a,b) =
" .

=‘/°°-2;§-.a-§‘ dx

o
(majoranta-pro a€ECP,qy>, ke O ( p { q ¢ + 00 - uréime
‘podle ndsledujfciho odhadu - provedte !
2
-~ 2 “‘-%
- ﬂ . 8 € x/a’_’_w))
Substitucf t = 1 prevedeme poslednf integrél ma Leplacedv integrél -
p¥. 5,84 - dostaneme
2K o
-:é'-a' (a’b) £ - .7' »
tedy vezhledem k K(b,b) = 0 vyJjde

2
I_aa -

;‘ e

K(a,b)=/;{b—a) pro b2 0, a > 0.

4/ UkaZte, ¥e K(a,b) = /Z (b - a) pro vlechna asb € By
(viz obdobny piiklad 6,35).

o/ Porownejte téi s pFikladem 5,76 e _._H
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7 2
6,38, Spoitite J(a) tf wdx !

ﬂ—:} Integrél konverguje pro & € {=1,+1> .

b/ UkaXte, ¥e funkce J Je spojité v intervalu ( =1,+1)
(a € <-1’+1> ’ X E (0’1) #

22y ,
= il e 2,,)

log 1-a25%)
12. ) 1"x2

¢/ Pro a € (-1,+1) Jjest

4

J’(a) =f ax
¢ (1"’&212)01 1-; .

2p o
Pro a € {-py+p) C (-1,+1) )
(1-p2) J 1=+

-28

(ma joranta G(x) =

Pomoci substituef x =gin t , tg t = u dostanete
» Ta
J (B) g - ——
i 1-8.2

Je say = 1-( 1/1—32-1) pro a€<{-1,+1> . |

tedy s pfihlédnutim k 2dsti b/

1 2
6,39.- Spoktste F(a) =f‘1° (1-e24) ax !
a

1-1:2

” a/ Integrdl léonvergu;je pro a € {=1,+1) .

b/ Funkece F Je spojitd v (=1,#¢1) .

/ 1-a2 +]

¢/ Pa) = 7. log —,  Pro ae { =l,t1> .
_ : t
6,40, Spoitite F(a) = f core Ar ax !
7 x2 . ‘xz_l

“ a/ Integrdl konverguje pro viechna a &£ El .

b/ Funkce F Je liché, omezime se na a € { O,+ 09) R

Potom
00
ax

7 x(1+a%%®) F x*-1

F'(a) =
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(me jorenta G(x) = = € &3(1’4_0;)‘)
X x -1
Pomoci substituce u = xZ -1 Je
. a .
Fla) = Z(1- )
- al+ 1

a vzhledem k¥ F(0) =0

F(a):%r-(1+a—' a2+1)

pro a € { 0,400 ) .

e/ C‘.emq Je rowno F(a) pfo a¢or |

6,41.

7 aretg ax

Spodtéte F(a) = f —2— ax !
a X . l 1-)‘2

" a/ Integrdl konverguje pro viechna a € El .

b/ F je funkce lichA.

c/F(a)=;—rlc)g(a+ a2+1} pro a=0 .
00 2.2 '
log (a“+x®) ‘
6,42. Spoftite K(a,b) = =8 > ax
2 be+ 2

" a/ Uka¥fte, ¥e integrdl konverguje pro libovoln& | a,becE

b/ ProtoZe funkce K(a,b) je sudd v
a €<0,+®) , b€ (0,400 ) .

»

I's
a

1 DEO.

iv ,b’ , omezime se na

¢/ UkaZte, Ze pro kaZdé pevné b € (0,+00 ) je funkce K(a,b) spojitd

jakoZto funkce a v El
(pro a€<¢-p,4p> , kde p > O,

log x2 . log (321- )
b2+ o 2+ 2

.x€(0,+0° ) Jest

-

log (p2+ x2)

v+ 2P

d/ Omezime se na a € (0,+00 ) ; b € (0,+0° ) bud pevné.

Potom

oo
2K C2a

D8 (&8,b) =

(majoranta pro a € {p,q> C (0,+ ® )

o (a%4+x?),(b2+x?)

Je

ax= T

29
eEX
(p2+2) (bRaxy (0% )

tedy K(a,b) =-‘§. log(b+a) +C(b) pro a >0, bb)>oO.
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Musime je#td urdit "konstantu" C(b). Vzhledem k &4sti ¢/ dostévime

K(0,b) = Jin Kla,b) = lim [-g . log (b + a) + C(b)] =X . log b + C(b)

a zbjvé ndm tedy pouze spodftat X(O,b)

-/ ¥

]—'95—-— dx . Pomoci

. 22
substitucf x =bt , t=3 zjistime, e K(O,b) =% log b ,
tedy C(b) =
e/ Lehko zjistite, e
K(a,b) = I_ _.10g(lal + |[b}) pro apEE , bEO . |

ibi

6,43. Spol&tite F(a,b, o

f e 2% | coabx - e x.cosﬁx

X

dx !

” a/ UkaXte, Ze integrél konverguje pre a ) 0, &> 0, b, 3 € E, .

b/ UkaZte, Ze (viz pF. 4,47 a 4,48)

OO
-8X

Z2F
gg(a,h,a',ﬂ) = -e cos bx dx = - —5—,

[

(ma joranta o PX pro a € {(p,to ) ,

0dtud plyne , Ze

kde

a

a+ v

P> 0),

b

lﬁ(a,b,cx,,@) =f—e"axsinbxdx=- >

a“+ b

Flah, @ ,8) = -2 10g (a2 + D) + (2 ,0) =

vzhledem k podmince F(a , /4 , & ,/4 ) =0 jest

a’+ 3t

F(a,b,a’,/:‘)=%loga , PTo a ) 0,

a +b

a > o, b,ﬂEE_}—.ﬂ

arctg ax - arctg bx

6,44. Spo&tdte J(a,b) -_/
[}

ﬂ a/ Integrdl konverguje pro a =b anebopro a > 0, b ) 0 &i

a.<0’b<°o

b/ Pfedpoklédejme, ¢ b > O je pevné, bud a € (0,400 ) .

Potom ‘
’ 00
2 J 1
b) = dx =
7% (8:0) [ T2z
(ma joranta ;;%";2-* Pro 8 € { py+t @
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Vzhledem k podmfnce J(b,b) =0 Je
Ja,b) =Z10g® pro a>0, b>O
’ 3 8 % P . » .

e/ Jaky je vysledek pro a {0, b < 0 ?

d/ Porowne jte téZ s pifkladem 5,7L. |

o0
* . arctg b

6,45. Spoitite H(a,b) =f arctg a"xz retg bx 4. 4

[}

” a/ Integrédl konvergujé pro ka%dé a € B, , b € E, .

b/ Bud a € E, 4 potom funkce 2™ (b) Je spojitd v By (pro bed-p,*p
kde- p > 0 Je

arctg ax . arctg bx - |arctg ax|. [arctg px| € ©
2 . 2 ﬂh+°°))

X
R . '

¢/ Obdobn¥ funkce H (a) Jje spojitd v E, pro kafdé b € E, .

@&/ Bud b 2 0 pewvné, a € (0,40 ) , potom

(s, "]
dH _ arcte bx
— (a b) -
L ?  x(1+a°%)

arctg bx

(ma joranta AR c & pro ae€ {p,+o0 ), kde p > 0) .
x(1+p2x2) (o,+00) ’ ?

Je nutno nyni spoffitat tento integrdl.

1/ Podle p¥ikladu 6,20 Je

/‘ aarci:gc:l’xmr Jrl (1+ @ ) 5
—_— = 2= log (1+ ro & 0
° x{ 1"‘!2) 2 P i
provedeme-11 tedy v nafem integrdlu substituci ax =t ,

bude

JH x at+b
a (8,b) =3 log =~

2/ Kdybychom neznali vysledek piffkladu 6,20 , byli bychom nuceni poatupo~
vat stejnZ jeko v 6,20 , dostali bychom vlastn&, %e

[ o]
-2°H i, 1 T 1
Jagp % = 2 2 ax =2~ ¢ a
7 (1va?P) (10%)
a odtud vzhledem k podmince 44 (a,0) = 0 by bylo
rF 2
%f(a,b)=§logg-;—b- pro a >0, b2 0.
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Z kteréhokoliv tohoto vysledku obdrZime, Ze
H(a,b) =-7£[(a + b) log (a +b) - (a +Db) - aloga + a] + C(v) .

Zbjvé uréit "konstantu"™ C(b). Vzhledem ke spojitostl (Z4st c/)
obdriime
= =7 ‘
0 = H(O,b) -a‘.l_.)iliﬂ(a,b) 5(blog b - b) + C(b) .
Odtud vzhledem k ZAstem b/ a ¢/ dostdvéme

v (tam-b)Mb
H(8|b) 37 105 -——a---—-B Pro a2 o] s b2 0
a « b ‘

(kde chépeme 0° = 1 11) |

X _ e-bx 2

00 =g
*
6,46. Spoltéte H(a,b) = { (E.......;{.__...__._) ax 1

H_a—/ Integrdl konverguje pro a = b anebopro a20, b = 0.

¥
b/ Pro ka%dé a € <0,+00 ) je funkce H ' (b) epojits v intervalu
{0,+00 ) a pro ka%tdé b €<{0,+%© ) je funkce H*’* (a) spojitd

v {0,400 ) ,

¢/ Bud b > O pewné , a € (0,+ ® ) , Potom

o] -ax -bx po ~2ax _~(a+b)x
2H = f - e _-~e . & axX gy = f =2 . e 4 -dx
Za (8:0) / <2 X / x

{majoranta pro a € {p,q> C (0,+ 00 )

X -ax _ _~bx
’__2 . e _ e e"ax é 2 . e—.—-—-——f——-_, é
x x
-px ~-bx -qx —bxt
e - e e 1 =@
< . ) e .
= 2 . max (l = l - Seﬁpﬁu:j
Je nutno spoditat posledni integrél :
1/ Podle p¥. 6,32 je
2H 1y = 1 (a+b)? N 2a
5a a,)-—,2.§105 432 = 2103;';' .

2/ Jako cvieni zkuate spolitat

2 o0
2 - - -2

Odtud vzhledem k¥ H(b,b) = 0 a k aspojitosti dostévdme
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2

‘ (2a)® . (2p)°

H(a,b) = ( +b)a+b prc a = 0, b =
a .

(opgt 0°=1) . |

sin ax sin bx kxdx ]

OO
6’47- S‘pot‘-tﬁt@ H(a ’b ’k) = f x . x L] Q.
[+] .

" a/ Integrdl konverguje pro a,b € El s K2 0.

b/ Budte b € E ,, k > 0 pevnd, potom

-kx ) .

(na joranta |b] . e
SpoZtéte tento integridl,

1/ s pouitim vztahd cos @ sin /G = ;—’ [sin(af +3) - sinla -ﬁ‘)]
& pfikladu 6,22, dostanete

7H .1 a+b a~b
=a (a,b,k) = 5 (arctg L - arctg /) ,
o°'H
2/ tim, %e spodftdte SO (asb,k) .
ObdrZite vysledek
2 2
+ —-— -
H(a,b,k} = &b arctg atb _ab arctg a-b k log us‘i)-
2 k 2 k 4 2
k2+('a+b)
¢/ Diskusi k pripadu k = 0 viz v cvident 6,73 . “
oo 2.2 2
* . + ) . log(l+b xz}
6,48. Spo&tite H(a,b) =f loglta x w g ax !
&2

“ a/ Integr4al konverguje pro vlechna a,b € El .
2

J H
b/ Vyjddfete Fadt (a,b)_._”

6,49. Spotéte J(b) =/me'x2 cos 2bx dx !
[/]

” a/ Integrdl konverguje pro véechna b € El .

b/ Podle vdty 61 Jjest

\ S
J(b) = -—2_/ x8 X gin 2bx dx
(4
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X2

(majoranta xe

€ £ (6,400) °
Integraci per partes pro Newtonovy integrdly /odtvodnste ! /

dostévdme J(b) = -2 J(b) .
Toto je diferencidlni rovaice pro funkei J(b) Jejim¥ ¥eSenim vzhle-

dem k J(0) = 'zi {viz 5,84) zigkéme

s

J(b).= 2 .

¢/ Porovnejte se cvifenim 4,51 & ._H

00 -tx
6,50, Bud P(x) =f s dat .

o 1+t

v

a/ UkaZte, %e pro x = 0 tento integrdl konverguje.

b/ Ukeite, %e pro x € (0,+%0 ) funkece P(x} vyhovuje diferencidlni

rovnicl y" + y

€
1
x

x ' 00 41 x*
6,51. Spo¥tite F(x) =f e t at !
o

“ a/ Integrél konverguje pro vdechna x ¢ E, .

b/ Funkce F Je spojitd v El ’

2
(ot

[

_t2
e Gz(q_‘_m)) .

¢/ Bud x € (0,400 ) , potom

ol R
F'(x) = f - -—% . & fl dt
“ t
(majoranta pro X € { p,q) C (Oy+0° ) Je
PRVE : 22 :
2x “t-7 | . 2q “t-@
B D TR
prom&nnd je t 1! )

4/ Ukaite, e 2F(x) - F'(x) = 2 e~2X | v
(pouZi jte substituci 2z = t = % a pf. 5,84).
Redenim této diferencidlni rovnice dostanete

[—‘ e-4x +‘.K) e2x

F(x) = ( —2ﬂ—‘ pro x € (0,+00 ) ,

ze spojitosti obou stran v bod® x =0 pak plyne K=0,
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Tedy PF(x) = 'éﬁe'zx pro X €{0,+00 ) .
e/ UkaZte, Ze Je 'téz splnéna rownice

F(x) +2F(x) =0 a
1/ vypoltdte z této diferencidlni rovnice F(x) ,
2/ relite soustavu ‘
2 F(x) - F(x) = 2 e2% ., /T
2Fx) +F(x) = 0

jako soustavu dvou linedrnich rovnic . “

6,52.| Poslednim ikolem, kterym se budeme zabyvat, je etudium a nakresleni grafu

funkce zadané integrélem, podrobndji - je déna funkce F , Fla ) =

=‘/[f(x,a')dx,mynémenakreslitgmftétofuxkce F.

P¥i Pe¥eni tohoto problému budeme postupovat takto:

1/ zjistime maximdlni obor Dy ("defini¥ni obor"), ve kterém je funkce F
definovdne & konedné, tj. zjistime mnoZinu téch a € El y Pro kterd

konverguje ‘//w‘ Ax,a ) dx ,
tedy D, = {a'eEl; f*'“eZM},

2/ budeme zkoumat spojitost funkece F v mnoZind l)F .

3/ spo¥itéme limity funkce F v "krajnich bodech® mmnoZiny Dp , preandji -

Je-'li mpfc DF = (a’b) '} Bpo(!ité-m

lim Fla) , lim {ax ) ,
a5 A @,

4/ budeme zkowmat monotonii F ,

5/ eventuelnZ pro podrobtnZjsi studium vySetfime extrémy fumkce
konkavitu & konvexitu.

F’, resp.

oo

: -ax
6,53. Nekreslete graf funkce F(a) = / 2 ax !
: o l1l+x

“ 1/ Zjistéte, Ze Dy = (0,+ 00 ).
2/ UkaZte, %e P Je spojitd v { 0,4+ 00 ) (viz pF. 6,3 )
3/ mzt@, e 1lim F(l) = 0 (viz pfo 4'21)0
a-»oo

4/ Ukaite, fe F je nerostouci v { 0,+00 ):
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a/ zvolte libovolné & ,a, € {0,+® ), a, { @, , potom
ze vztiahu
-ax -a,x
e BE e

2

= x 6(6+00 )
1+x 1+x2 !

plyne i F(«&,) =2 F(&,) (ukaite, Ze dokonce F(a,) > F(a,) ),

b/ F(a) < O pro a € (0,400 ), odtud plyne, Ze F je Klesajici

v (0,+00 ).
5/ Ukaite, e F je konvexni v intervalu (0,+00 ) (gpodtite F* ! )

6/ UkaZite, Ze

mex F(a) = F(0) =% | int Fe) = 0 ,
a€o, +o0

minima funkce F nenabyva.

* -,
7/ Ukaite, e F (0) = —o0 ,
(Podle zndmé vEty = vyslovie ji a odivodn¥te - ‘jest
F (0) = lim F'(a) a zjistite, Ze
a->a,
oo -8X o<
. xe
lim F'(a) = lim (- —— ) dx = - X = - .
a0, ‘o/\a-&a, 1+ x * ‘o/\ 1+12 * )
Jednotlivé kroky si znovu podrobnd provedte! Nakreslete graf ! 1
7 ax
6,54. Nakreslete graf funkce F(a) = / -—-—2—-——2—- s
g
x~ +a

1/ Dp = (-00 ,00 U(0,+ 0 ), F je funkce sudé,
2/ P je spojita v Dg »

3/ lim Fla) = +00 , 1im Fla) =0 ,
@-> 0+ Q>0
4/ F je kKlesajici v intervalu (0,+00 )

5/ F je konvexni v intervalu (Q,+o ) , “

— ey

6,55. Nakreslete grafy funkci
L 0o 1

£ ain X

a/ F(a) = ax ,
T x+a)2
’ lo (1—a212)
o Fay = [/ gl

R NhR
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oo

o/ Ha) = [ SEEEEX = ax
X -ax
l-e - ax
= dx
d/ F (B) ‘/ 12

Uvedme nyn{ v dslsim, Jji% nikterak systematicky, rizné p¥iklady.

*
6,56.| Bul a > 0, funkce f necht Jje definovéna v intervalu. {0,a> , nechi

e x(’a s ° necht f Jje spojitd v bodd O zprava.

Potom

a .
h xr

1im f{x) dx == . £{0} . -
h+o ‘/ h2+ xz‘ 2

X
Polozte Im) =/ " (200 - £(0) ax .
/] +

Bud x, € (0,8) , |f(x) - £(0)] £ X pro x € (0,x)). Ukatte, Ze

[ A
h =
Jin f (£(x) - £2(0)) ax = O ,

X, h2+
X, n
v
f f(x)-f(O))dxlé-—.K.
A h2+ xz 2

Odtud jiZ lehko odvodite, Ze ,}im I(h) =0 a poté tvrzeni.
>0 )

+00

” .
6,57.| Necht funkce f,g Jsou definovény v B, » necht (L) f glx) dax =1 .,
-00

Bud x, € By , pledpoklédejme jJeBt, Ze f Je omezend v E, a spojitd
v bodé& xo . _Potom

+00

1 x~Xg -
y]-'.i?y :{ f(x).g(y ) dx f(xo).

DokaZte!
” PouZi jte substituci x - x =ty a vitu 60 . "

6,58.] UkaZte, Ze

2ab

\ﬂ/‘xe-'!‘x.n.‘.::ul:n::tlx!=

(a2+b2)2
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pro a >0, b€ B .

[ oavolte derivact visledkd z pi. 4,47 a 4,48 . ||

*x
6,59. | Ukaite, Ze

a 4
/‘ log( 1;-1) ax + f Lozt 1;3::) ax
/) 2

= 2(log 2) . aretg a + = log (1+a’),
1+x

pro libovolné a > -1 .

"Tkaite, Ze

1/ integrély i:onvqrguai pro a » -1

a -
2//‘ log (1+x) ax

Je primitivni funkci k funkeci
I P
log(l+a) -
—552—)— na intervalu (-1,+00 ) ,
1l+a

3/ derivace levé strany rovnosti je rovna derivaci pravé gtrany
rovnosti pro libovolné a > -1 ,

4/ pro a = 0 Jje rovnost splnina . |[

6,60.| Ukaite, %e

E ax + /’ og£1+ax)(a+x) -

7 1+x

A b ]

. log{1+a?)
pro libovolné a > 0.

“ Volte atejny postup jako v p¥. 6,59 . ﬂ

6,61.| Uknite, Ze

1
(R)f mdx=%.1032.

o 14x?
";aa&te a=

0 do rownosti v pi.
v piikladu 6,60 . - I

6,99 anebo a =1 do rowvnostl.

*
6,62.| Ukazte, Ze

! a +1
, 1+x-2x> ,
F(a) = _/ xf ﬂn;z ) dx = log2 pro a € (-1,+ @),
o 1 -

e

- 193 -



ﬂ_——m—:aﬁte s Ze

i/ pro a > -1 integrdl konverguje ,

¥
6,63.

2/ F(a) =0 pro a € («1,+00 )
3/ F(O) =1leg2 .
UkaZte, Ze

a

“ UkaZfte, Ze

X
2 -
1/ u/n et at  je primitivnf funkee k funkci e
(7]

_

2
-tz 2 7 4e—x2(t +1}
-] dt =1—-0——2—dtproxEEl,
tT+ 1

=

na intervalu

(O4+00),

2/ derivace levé 1 pravé strany rovnosti jsou stejné na intervalu

(0,+00 )
/pozor p¥i derivovéni sloZené funkce !/ ,
3/ provedte 1limitni pRechod pro x—» + 0O a vyuZijte vysledkd
pifkladd 5,84 a ¥ dosadte x =0 .
Ve provedte podrobné a odivodnite ! . !
%
6,64.| DokaZte, Ze
7 _a-l ab-1 :
X bx .
Fla,b) = ~/F ( - - ) dx = log b
? l-x 1-%
pro a € (0,+00 ) , b € (0,400 ) 1
H UkaZte, Ze
1/ integrdl pro a >0, b > 0 | konverguje,
2/ -g—:: = 0 pro ka%dé b > 0 na intervalu (0,400 ) ,
3/ F{l,b) = logb . |
o]
6,65. | VyBetfujte funkei

<+
Fla) = _O/ 103(::2 + az)

UkaZte, Ze

1/ integrdl konverguje pro v3echna a € E

2/ funkce F je spojitd funkce v E,

3/ Fla) = 103(1+32) -2 + 2s8 arctg%
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[«
6,66.

6,67

%«
6,68,

4/ F'(a) = 2arctg% pro a £0 , F_:(o) =T , F(0O) =-7 .

Mechanickym derivovédnim - bez ovifeni pifedpokledl - dostdvédme chybny vyale-
dek

1 pro a =20

2arctga pro a £#0 .
Rozmyslete !

Vydetfujte funkei

UkaZte, Ze

1/ Fla) = - @ pro libovolné a € E, ,
2/ mechanickym derivovénim integrdlu za integraéniﬁ: znamen{m dostanete
. 1
F (a) = ol pro 8 € {(~1,+00 )

(xtery piredpoklad v&ty 61 nemf splnin 7 ).

PPedpokldde jte, %e jste odvedili vzorce

1 p .
/ log 0= __ /‘ log (14xP) . T~
o x 6p 2 x 12p
pro p € (0,+x® ) (viz kup¥. 4,45).

Odvodte odtud pomoci derivace integrdlu podle parapetru, Ze

7 2 7 _p=-1 2
«-1 1 T f xP 1 ay T

log = dx = —r log = =

af o 6p° ' % 1A x 12p

pro p € (0,+00 ) ,

VyBetfujte funkei
+x2
32
F(a,b,m) = f1°8('§'—2 ) cos mx dx .
e 0 b +x

Ukaite, Ze

1/ integrdl konverguje pro libovolné hodnoty a,b,m € E, ,

2/ je-1li a,b € Ey pevné, je funkce F{a,b,m) spojitd jakoZte funkce
m v E /pFesnsji funkce FoiP2¥
8,b € E, ’

Je spojitd v E, pro libovolné
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Spodtéte -g—g 8 pouﬁit:‘.m pf. 5,92 a a odtud@ spoltite F(a;b,m)

/nutno rozliit pripady m =0 a m#0 , viz téZ p¥. 5,91 /e

6,69.| Dokaite, Ze

1 7
‘ fxp°1 . sin{qlog x) dx = 2 qa. . /!;p—l . cos(qlog x) dx = 2p 5
0 p-+q g : P +q

pro libovolné q€ E; , P € {(0,+00 ) .

” PouZi jte vysledkd pf. 4,47 a 4,48 spolu se substituci log x =t . J

6,70.| Dokazte, Ze

, _
o/ / @1 . sin(qlogx) ix
0

Toax = arctgg pro p (0, ) , q€ B ,

-1

P oo (q lo
b/ ‘0/' : q gx) dx diverguje pro libovolné HOdnoty Psq -
, 0gX

“ a/ Odvodte derivovénim integrélu /derivujte podle p 1 q !/
8 poufitim pi. 6,69 .

b/ Zkoume jte chovéni integrdlu v okoli bodu 1 . ]l
Co nfm d4 mechanické derivovdni 7

*
6,71.| Dokaite, Ze

7 o+ Ja2p?
F(a,b) = /log(a:bcoa x} dx = 7 log
0
pro 0<{b < a .
A
/a2 - b2

(‘.ést 11 %% pfo 5,87 nebo pfo 6,30 e . I

ZF
: ” UkaZte, Ze >a (a,b) = a pouZijte vysledku piikladu 8,66 -

6,72, UkaZte, Ze

00

‘ l-cosx . 2

-ax 1 a“+l

F(a)=[a —5 4 =35 1log —3~ pro a € (0,+% ),
a

” Lehko gjiat{te podle pf. 4,48, %e F (a) = za -
‘ 2 a~+l
_1 a +1
plyne, Ze F(a) = 5 log 5~ + C a provedete limitn{ pPechod pro
a , .

R

y odtud tedy

a — + &0 .

Viz té% p¥. 5,95 .__ﬂ
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6'73- Ukﬂite, Ze

© 5 |
f sin®bx ax = I
A <2 z

H PouZi jte p¥ikladu 6,47 , kde provedete limitnf{ pfechod pro k — 0, ,
viz téi pi"- 5,93 - H

bI pro bEEl.

K
6,74. | UkaZte, Ze

o ‘
/ e—axz - ¢os bx T
F(a,b) = / dx = 5. b| - JaT

pro 8 € (0,4 ) , b € E .

1/ PouZi jte vziahu

[= =] -axz [o.a)
e -1 - :
Fla,b) = f =4 ax + f 1- cosbx .
. a x 7] xz

B vysledkd pFikladd 6,35 a 6,73 .

2/ Ukazte, %e Fla,b) =~ Ja T + C(b) /derivace podle "a” s pk. 5,84/,
odtud vyplyne, Z%e o
) - cos bx

C(v) = lim F(a,b) = / "—*—';2'—'""' dx a op¥ét

a-r 0+ a

pouZi jeme 6,73 .

3/ Dostanete vysledek téZ derivovanim podle "b"™ 7 . H

X
[6 yT5. ) UkaZte, Ze

o0
e_ax T {a+ a2 +m2)
1/ ., cos mx dx = 5 5 pro a € (0,+00 ) ,
¢ }/x_ 2 (a” + m®)
o0 ‘ m € El "
-8%
e
2/ / /_ ginmx dx = Jf2T . ////a2+m2-a-
5 xfx

\ pro a € (0,+® ) , m= 0.

[ 1/ substituce = =42 a pr. 5,94 .

2/ Derivace podle "m" a vysledek prvni Zdgti . "

- X
E,76. Bud féocf(’a’&) . Pro kazdé x € {(a,b) bud F(x) = _a/f(t) at .

S

Je=1i f spojitéd v bods X, » existuje F’(xo) a F'(xo) = f(xo) .

DoknnZte !
{(Vice o funkci F wviz - dodatku D IV).
o . [ F(xq+h) - F(xg)
. S - f .
,  Odhadnite | o (x,) ’_“
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71
6 ,77 ¢ | UknZte ’ Ze

o]

: b=1
F(b) = / X dx = T pro b € (0,1) .
° 1+x sin‘.rb ‘

" 1/ Integrdl konverguje pro b & (0,1) .

T

ne jd¥five pro
sin7b

2/ Dokaite, %e TF(b) =

b € (0,1) raciondlni .
3/ UkaZte, %e funkce F Je spojitd v (0,1) - viz p¥. 6,11 .
4/ 0dtud dvodte jif tvrzeni .
Viz té% V.Jarnik, Integrdlni poéet; I1I, kap. VII, § 5.__”

6,78. Spo¥t¥te nédsledujfof integrély .

4
f (1-2") (1=-xY)

[/} logx

a/ dx ,

k4
T
v/ / log(l+asinx) dx
. e sinx

x

T 2
of / lo§(1+a29:l.n x) ax

sin x

r .
]
2 -
d// cotg (a tszx) dx ,
J:]

o
e/ / cotg ax . cotg bx dx ,
a

o0
2 2
a
r/[ log (1+;z) . log (1+.:-zz-) dx ,
4
2
& / log (a%cos®x + b2sin’x) . cos 2nx dx ’
0

o0
log (1+a®x?) . arctg bx
b af g . gox o,

00
x
e & =
1// x.arcootgp 4.
? x2+q2

- 198 -



g 2 2, 2
¥ / log (& + d“tgx) dx ,
2

T
'z
k/f log (1 + p sinzx) dx .
A )
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