
6. Integrli1y zlivisle ns parametru

I.lej!ne dlinu funkci dvou promennjch f'( x, cc ) ne mnoHne MxA, kde )0\ je

ml!i'itelnli mnoHne v Ell A prozatim libovo1nli mnoZina. Pi'edpokllidejme,

ie pro kaidou hodnotu ex If: A existuje J f(x, ex ) dx • Obecne pro
H

rO.zn41 hodnoty ex € A mdl'.e tento integrlil nebyvat rO.znYch hodnot, vidime

tedy,!e t f'( x, a. ) dx je f'unkc:! promenn41 a: ne mnoHne A.

Ozna<!me F( a: ) = If(x, a:: ) dx pro ex € A (viz t41z 4,14). zaj:C.maji

nlis nyn! v1astnosti f'unkce F - jej! 11mity, spojitost, monotonie, deriva­

ce, atd. Jde 0 i'adu otlizek, kdy ur<!it41 v1astnosti f'unkce f' (chlipan41 jako

f'unkce IX ) implikUji tyt41i vlastnosti funkce F. V daUim budeme po-

ti'ebovat hlevne vetu 60 (0 spOj1t41 zlivis10s'l(i integrli1u ne parametru)

a vetu 61 (0 derivaci integrli1u pod1e parametru) - zopakujte si je.

[poznlimka - f'unkci g z v~ty 60 i'!kame konvergentn! majoranta k ~unkci

f'( x, a: ) na mnoZine M pro ex € A , rovnez tak funkci ~ z vety

61 i'!kame konvergentn! majoranta k f'unkci ~ na mnoi1ne M pro a € IJ

VlIimnete s1 nyn! ana10gic!cYch vet k vetlim 60, 61, kter41 plat! pro i'a­

dy f'unkci:

veta A: "Bu<l.te f'unkce f'n def'inovany ne mnoZine M, bua
00

f = L. f' ne M , necht
-n..='1 n

21 f'n jsou spojite na M,
00

31 i'ada L t konverguje stejnomerne ne M.
7l-1 n

Potom je f' spoji.tli ne M" •

veta B: "Funkce f'n bUdte def'inovany na interva1u I C E1 , necht
00

21 L f'n konverguje al,espon v jednom bode interva1u I ,
?l-'

31 al pro kaMe n E N

a kazM x E I ex:!. stuje v1astn! . f'~(x) ,

konverguje s.tejnomerne ne I
00

L f n'?l"r:. f' konverguje ne ce1em interva1u I • Ozne-
1te1 n

f' = f. f'n' mli f'unkce t viiude na interva-
n-1 00

vlastn! derivaci, pi'i<!emi f" = L: f' ne I".
'11.-1 n

a B jsou zce1a ana10gick41 vetlim 60 a 61 ,

konvergentn!ch majorant zde hraje stejno-

Potom

Hme-li

1u I

bl i'ada

Vidime, ie vety A

pouze roli existence
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predpo­

konvergu-

merna konvergence. ZdS sa,

klady nel! analog1ck6 ve~

l!e ve~ 60 a 61 maj:1 tedy "s1lnejli:1"

A,B ;., v:1me totU, l!e!'ads L f n,. '1..-1

je stejnomerne ne M podle We1erstrassova kriter1a nap~iklad tehdy,
00 .

ex1stuje-l1 k rade L f na mnoUne M konvergentn:1 majorantn:1"-1 n ~
rads s konstantnimi /!leny - mo.l!e se ovliem stat, l!e. ~ada L f n kon-"-1
verguje stejnomerne na M 1 tehdy, kdyl! Mdnll. takova konvergentni majo-

rantni rads neex1stuje (uve<l.te p~!klad!). Uvedomte ai viiak , l!e rady ,ne­

musi bytna druh~ strane absolutne konvergentni, zatimco Lebesgueo.v in­

tegral je "abeolutne konvergentni" (veta 44).

Pozn8mka

z vety 60 bYva vYhodn~ polol!1t

g € :tM a jsou-li splneny

konvergentni majoranty g

If(x, Cl: ) I • Je-l1 ·nyni

Pi'1 hledam
gf x) = SUP.

IXE"jI

ostatni predpoklady I mdl!eme vatu 60 poul!it. Velmi /!asto se stava I !e tak­

to ziskan8 f'unkce g (col! je vlastne "nejleplii" majoranta) nele!! v syst~­

mu :it:H. Z toho oviiem jeiite neplyne I !e by f'unkce F( a:) nebyla na mno­

Une A spojita. Uvedom:1me-l1 ai, l!e (podle defin1ce) f'unkce F je

spoj1ta na mnozine A tehdy a jen tehdy, je-li spojita v kal!d~m bode

mnoUny A , v1d:1me I l!e sta/!i dokliza t spojitost f'unkce F v kal!d~m bode

mnoUny A (ostatne v:1me I .l!e spoji tost f'unkce F je pouze "lokalni"

vlastnost, nebude proto aai nutn6 hledat konvergentni majorantu v ce16

mnoz1ne A).

je spoj1t8 v ka!dam

Necht nepi'iklad mnoUna A je otevrenY interval (p ,q) I chceme do­

klizat , ze f'unkce F je spojita v tomto intervalu (p,q). K tomu je nutn6

a sta/!i dokazat , jak jame ji! poznamenali, ze f'unkce F je .spoj1t8

v kazd~m bode 1ntervalu (p,q). Bull. tedy a o E (p,q). Abychom doklizal1,

l!e F je spoj1t8 v bode a o I sta/!i (neni to viiak nutn~I), dokal!eme-li.

l!e funkce F je spoj1t8 v nejak6m 1ntervalu (POI qo> C (p,q) takov6m,

l!e a o E (POI~). (Odo.vodnete I). Pr1 dllkazu spojitosti funkce F v inter­

valu (POI~> pouUjeme opet vatu 60 , ale klademe nyni g(x) =

= sup If(x , a ) I I tedy supremum se jU nebere pres cel$ jlo.vodni 1nter­
IX E <Po .9..)

val (p,q).

Dokal!te s1 nyni semi nasledujici ve~:

11 1'unkce F je spojita v intervalu (p,q) # F

intervalu (polqo> C (p,q) I

2/ F' je spoj1t8 v (p,q) # F je spoj1ta v ka!dam 1ntervalu

(P,qO) C (p,q) I
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3/ ~' je spojitS v (p,q) ~ F je spojitS v kazdem intervalu

<Po,q ) C (p,q i.

T~chto jednoduchjch v~t tedy budeme v dal§ich ptikladech pouzivat,

podrobn~ si je prostudujte a promyslete!

TatSz poznBmka plati i pro pouziti v~ty 61 , hledSme-li konvergentni

majorantu (j ,kde opet bpa nejlep§i zkusit

(j (x) = Q'~~ /:~ (x , en I.

6,3. UkaZte, ze funkce F, F(C\:)

... intervalu <0,+ 00 ).

= j e-
a x

2
dx , je spojita

o 1 + x .

~Ukazte nejdtive - jako cviceni - ze tento integral konverguje, prav~
kdyz a E" <0,+ 00 ) •

2/ Ukazeme, ze F je spojita v <0,+ 00 ), poU!ijeme v~tu 60 , kde

klademe M = (0,+ 00 ) , A = <0,+ 00 ). Ov~Hme phdpoklady:
-/Xx

1/ pro kaMe aE"<o,+oo ) je funlcce !.....- (jakozto funkce x !)

-ax 1 + x2

(0,+ 00 )
e

E A (0,+00)spoji ta v , tedy -
1 + x2

2/ pro kazde x E (0,+ 00 ) je funkce
-/Xx

e

1 + ~
(jakozto funlcce

a: ! ) spoji ta v <0,+ 00 ) ,
3/ PoloZime-li g(x)

e- ax
g(x)

1
= s~ 1 + ~

je = 1 + x2ae: 0/+00)

na (0,+ 00 ) a tedy g E ~(o,+OO)

Tim jame ovUili v§echny phdpoklady vety 60 a podle tvrzeni teto

vety je funkce F spoji ta v intervalu <0,+ 00~

a E (0,+00 i ,

je spojitS v (0,+ 00 ).

00J e- <X x dx
o

ze integral konverguje, prave kdyz

funkce F( a) =~zt_e_,_ze ~ --J

~ 1/ UkaZte,

=g( x)

x E (0,+ 00 )g(x) =! pro kazde

nejvyhodn~j§i je zkusit

(0,+ 00 ), polozte ve vet~ 60 A =

a ov~tte ptedpoklady 1/ a 2/

konvergentni majorantu,

e -a: x , odtud plyne, Olesup
cr E" (0,+(0)

anenitudiZ g E ;;e(o,+OO) (proc?).

Zkusme postupovat podle poznamky 6,2. Staci, ukazeme-li, Ole funkce F

2/ UkBzeme, Ole F je spo jita v

= (0,+00 ), 11 = (0,+ 00 )

Hledejme
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je spoj1t8. v kaZdlSm 1nterva1u (po,+OO ), kde po) ° (v1dime toUit,

ite pi'1 h1eMn! konvergentn! majoranty, ·vad~ bod 0). Bua tedy Po) °
a aplikujme vetu 60, kde k1ademe A = <Po'+OO ), 14 = (0,+ 00 ).

Opet aam1 ovei'te predpoklady 11 a 21 a hledejte konvergehtn! maJorantu

ve tvaru

) ,

x E (0 ,+ 00 i ,,g(x) =. sup,
a l' <.Po ,+(0)

= .e-Po xV1d:!me, ita g(x) pro x E (0,+ 00 ) , tedy g E :;ero, +00)

Funkce F Je spoji t8. v 1ibovolnlSm interva1u <p ,+ 00 ) C (0,+ 00o
tedy je spojHa. v (0,+ 00 ).

31 Jako cv~ceni spoctete F(a) !~

Pi'iklad 6,4 je!lte jednou podrobne projdete a rozmys1ete'i sit vam bude

jasnlS, proc jame nemohli pouitit vetu 60 na ce1y interval (0,+ 00 )

najednou, pi'ejdete k dal!lim pi'!kladom.

6,5.
+1~_~

Bull F(a) = f I~ + a 2 dx • Dokaitte, ite
-1

11 integr'l existuje, jako Riemannuv pro kaMe a E E1
(spoctete jej!),

21 £unkce F je spojita v E1 •

~itte, ite F je spo jita v kaMlSm interva1u <-p,+ P >, kde p > °
majorante g(x) = I ~ + p2 na (-1,+1) pro a E <-p,p >-.:J

Bull F(a) = • Ukaitte, ite

1/ integm1 existuje jako Riemanno.v pro kaitdlS a e E
1

, a '# °
(spoctete I) ,

21 F(O) = + 00 ,
31 F je sudA fUnkce ,

41 F je spojita v (- 00 ,0) U (0,+ 00 )

~Ukaitte, ite F je spojita v kaitdlSm intervalu (p, +00 ), kde p) °
1

majorante g(x) = na (0,1) pro a E <p, +00 )-.:JJ
fx2+p2

Dokaitte, ite: 00

11 F( ~) = f.- ()( ~ dx je spoji t8. fUnkce v (0,+ 00 )

[viz pi'. 5 ,84 ] ,

21 F(a) = !~ . c.os ax dx je spojita £unkce v E
1

[spoctete I] ,
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3/ F(a) = J1xa dx je spojita funkce v (-1,+00 ) ,
0

4/ F(n) = lx? dx je spoji ta funkce v (- 00 ,-1) ,
r 1

5/ F(y) = .I arc tg ! dx je spoji ta funkce v (0,+ 00 ) .
0

y

6,8. Dokazte, ze funkce

(2,+ 00 )

F(a) = je spojita funkce v intervalu

ij 1/ Ukazte, ze integral konverguje, prave kdyz a E (2,+ 00 ),viz pr.3,44-10.

2/ Ukazte, ze F je spoji ta v libovolnem intervalu <p ,+ 00 ) , kde

p > 2 •

PoloZite-li

je

g(x) = sup
ae (p,+oo)

x pro x E (0,+00 )

=/"2 pro x E (0,1)

g(x) -, x
e<l,+ 00 )pro x •

2 + xP

(ProI:lyslete a oddvodnete! )

Protoze ~ E :e(O,1)
x

E :t{1,+OO)a je2 2 + xP

g E X(o,+oo) (opet oddvodnete!) a jsou splneny predpoklady vHy 60.~

6,9. Ukazte,

(1,+00

ze funkce

) .
I(a) 100~ dx

=; xa
T

je spojita v intervalu

rv Ukazte, ze pro a E (1,+ 00 ) integral konverguje.

2/ Ukazte, ze f'unkce I je sPOjita v kazdem intervalu <p ,q> C (1,+ 00 ) ,

Icos xl

xP

mnjorante g(x) =sup
QE<P.rP

cos x /

' [cos x ]

x q

I =-.
pro x € ( ~ , 1 )

pro x E (1,+ 00 ),

snadno nah19dne te, ze g E :er-i .+(0)

3/ Jako cviceni ukazte, ze i nasledujici funkce jsou konvergentni majoranty
cos x ,

k iUnkci xA na intervalu (~, +00 ) pro ae:(p,q) c (1,+00):
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al ~(x)
J998 ,I

7P
,

bl g (x)
2

pro x e" ( ~ , 1)

Pl'O xE <1,+00)

cl g3(x) ( 1 ...!..)= max
xP xP

dl g4(x) = ..L + ...L
~xP xq

00

6,10. UkaZte, ze funkce res) = l' x s-1 -x dx ( tzv. GaJDJ:la funkce,• e
D "

v1z ~z pi'. 8,63 ) je spoj1t8 v 1ntervalu (0,+ 00 ) •

ru Ukazte, Ite res) < + 00 pro s E (0,+ 00 ), res) = + 00

pro s e (- 00 , ° ) .
2/ Ukazte, Ite funkce r je spoj1 t8 v kaM'm 1ntervalu

<p,q) C (0,+ 00 ) •

Majoranta g(x) = sup e-x •
S~<?,~>

e-X
• xP-1 pro x"£(O,l) ,

x....1 =/
\ -x q-l
e x pro x E (1,+ 00 ),

opl!t ;j1stite, Ite g E ~(o,+OO)

3/ Ukaltte, Ite l n~sledujici fUnkce Jaou konvergentni maJoranty k funkc1

xs-1 e-x na (0,+ (0) pro II E <p,q> C (0,+ 00 ):

al 8J.(x) = max (e-x xP-1 , e-x xQ-l),

bl ~(x) = e-x (xP-1 + xq-1 ),

p-l_____ x

-~C(q) •

pro x £ (0,1)

)(

e-"1 pro x E (1,+ 00 ) .-.11

6,11. Ukaltte, Ite funkce F(b)
00 s-i

= .I !..- dx
11 1+%

Je spoj1t8 v 1ntervalu (0,1).

~I Intagr'J. konverguJa, pnivl! kdyl b E (0,1), viz pr. 3,40.
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21 F je spoj1t4 v l1bovolnom 1ntervalu (p,q) C (0,1),

konvergentn! majoranty:

.<
xP-l

l+x pro x E (0,1)

SJ. (x)
q-lx

x E (1,+ 00 )
l+x

pro ,

p-l
x E (0,1)

___ x
pro

~(x) =.i->
~q-2 pro x E (1,+ 00 )X ,

g3(x) = xP-l + q-2
apo~x

16,12.1Doka~te, Ze

11
x

2+1

al F(a) a
(0,+ 00= -dx je sp 0 j1t4 t'wlkoe v )

b ~ +1
,

00 !
bl F(a) I sin x

(-1,+00 )= dx -"- v
x(x+a)2

:r

01 F(a) ! s1nx
dx -"- (- 00 ,2 ) ,= v

xa(Jr - x)

1

dI F(a) ! xa
(-1,+ 00 )=

h-,J- dx -"- ,
1

el F(a) ! dx
= -"- (- 00 ,1)

!log xla
,

00

fI F(a) = I s1nx e-ax dx -"- (0,+ 00 )
X

,

g/ F(a) =
/1

log (x2+a2) dx -"- (0,+ 00 ) .
0

00 . 2
6,13. Uva~ujeme F(a) = J a e-a x dx

0

11 Doka~te, ~e integral konverguje pro kdd~ a E El.

21 Dokahe, ~e F je funkce 11 olu\..

31 Dokdte, ~e F je spoj1t4 v (- 00 ,0) U (0,+ 00 ) •

~ Vezcete l1bovoln$ interval {p,q) C (0,+ 00 ) I potom zi'fljmll
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)-fs
1.

l~

4/ Zltoumejllle nyn:! spojitoat funkoe F '{ bodf a = O. Abyohom ulaizal1, Ie,
F je epoji104 v bodll a = 0 , atal!llo by uk4zat (a1.e nen:! to nutn'l) ,

Ie F je apoji104 v nlijaka interva1.u (-p-, +P) ,kde p) 0 •

Zkoumejme, jak vypadal.a majoranta na interva1.u (0,+ 00 ) pro

a E (-p,p)

g(x) = sup lae-
a2x l = max (pe-

p2x
;

aEf,.-P,p)

(proveate podrobnll!). Protole t; ~(O.+/1O}t nemdle byt ani

g ~ :e. (0.+<0) . • V~d:!me, Ie ee 114m nepodai'! nal.4zt konvergentn:! majo-

rantu k fWlkci ae-a x na (0,+00 ) pro l'dnY interva1. <-p,+p)

(z toho odem jeliti! nep1.yne, Ie by funkce F nebyl.a spojit4. v bodll

a = 01 ). Spol!tllte vliak, Ie F(O) = 0, F(a) = 1 pro a -; 0 - tedy

F nen! spojit4 v bodll a =0 •

I kdyl tedy fWlkoe f(x,a) byl.a spojit4 pro kald' pevn' x E (0,+00)
00

v bodll a ='0 , nen:! funkoe F(a) = .I' f(x,a) dx spojit4 v bodll
D

a = 0 •

•
16 ,1.4~1 Uvalujllle F(a) = I sigiJ.(x-a) dx •

11 Pro kald' a E E1. je s1gn (x-a) €.A (o,t) (oddvodnllte l) •

Protole I sign (x-a)/;;; 1 pro x € (0,1.), je a1gn(x-a) E :t:..(O,1)

pro kald' a E E1. •

2/ Bua x E (0,1.) pevn', potom fWlkce aign(x-a) (jakolto funkoe al)

je apoji t4 ve vliech bodech a E E1. a vi jimkou bodu a = x , kde je ne-

spoj1t4.

3/ Lehko zjiat:!te, Ie

-:
1 pro a E (- 00 ,0 > ,

F(a) = 1. - 2a pro a E (0,1.)

-1. pro a E (1.,+ 00 ) ,
tedy F je spoji t4 v oe1.o E1. •

Proti pf-:!kl.adu 6,1.3 je nyn:! !'(x,a) nespoj1t4 (pU pevno x jako

f'Wlkoe a/ a funkoe F(a) spoj1t4.

J

16,1.5.1 UValuj8llle F(a) = ! sign a dx •

1./ Ukalte, Ie pro l1bovol.n' a E ~ integr'1. konverguje.

2/ FWlkoe sign a je nespoji104 v bodli a =0 •
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3/ Pro a e E1 je F(a) = 2 aigll a , ta~ i F je neapoji tB v bodll

a = O.

I6,16·1 Uva!ujte obacnil

1/ Je-l1 9'(a)

2/ je-l1 ~)I >

F(a) = J 9' (a) dx pro call < + 00
11

kone~n' pro a E A , integral pro teto a konverguje,

o , potom

3/ je-l1 ca II

DOka!tel

F je apojitB v bodll

= 0, ja F apojitB v

a ~ <P je apoji tB v bodll

A (nebo{ F =0).

a •

16,17.1 Uva:fujte F( "-) =

DokaHa, :fe

11"

J' dx
D 1+ ;.'}tlx

1/ pro l1bovoln~ A. E E1 integral ex:l.atuje jako Riemanno.v,

2/ F je f'unkca suda ,

3/ F( A.) =~ • 1

1 +1 "-I
pro

~uifijte sUbstituci tg x = t~

'41 ukazte odtud, :fe F ( A.) =!. 1, I pro viiechna
2 1 + A.

r- " JT 1II funkce F( 1\.) i 2" 1 + I"-I jsou apojit~ v E1 a

viiechna A. -# :!: 1-.ll ;
rovnaji se pro

I6,lB·1 BUdte

C(y) =
00J coa (xv)

, 0 1+x2
dx, s (y)

00

= f sin (xv) dx

D 1+~

Uka:fte, :fe funkce C,S jsou spojit~ v E1 !

V da1iiim budeme vyiietrovat derivace integralo. z8visl$ch na parametru.

Mo.ze se stat, ze neumime sPo~itat integral J f(x,a) dx (bUn$mi metoda­
/>f

mi, obvykle jako Newtono.v), ozna~me jej F(a). Naprot1 tomu ae nam podari

spo~itat J ! f(x,a)dx, zaj!m8. nas, jalcY je nyni vztah tohoto integra-
H ua -

lu a funkce F'(a). Za ur~itych predpoklado. (vilts 61) mezi niai plati rov-

nost. Takze 1 kdy:f primo neumime "spo~itat F(a)", umime "apo~itat F'(a)"

a ur~enim pHs1uiin~ primitivni f'unkce doatBvame F(a).

Prostudujte ai podrobnll znovu pozn8.mku 6,2 - chceme-l1 spo~itat

F'(a) v 1ntervalu (A ,B) , sta~i, spo~itame-li F(a) v ka:fd~m interva1u

<p ,q) takov~m, ife <p ,q) C (A ,B) •
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Spol!tl!te F(a)
.. Ifarets (ate)

D tp:
dxl

~ I kdy! to v tllchto pfo!k1adeoh nen:( nutn4, budeme v!dy zkoumat, pro

jak4 hodnoty parametru ! denY integl'a1 konv~guje.

Ukalte, !e integl'a1 eltietuje jako Rielll8lUldv pro vkchna' a € E1

2/ Podle vllty 61 spol!:(tame' F'(a), vzhledem k tomu. Ie f'unkoe F je'

lioM (prol!?), omez1me ee jen na hodnoty a ~ 0 , tj. ve vlltll 61 po10!:(­

me II" (0, {), It. .. (0,+00).

Ovllfoujeme jf>dnotlivl! pfoedpoklady vllty 61:
arctg(atsx> .A

al pro ka!dl! a e <0;+ 00 ) je tgx € ~f) (proll?),

bl inte¢l konverguje pro a" 0 (my jame vlaatnll uJaizali da1eko

v:(ce -!e konverguje pro vAechna a e E1 I ),

01 pro kaidl! a E (0,+ 00) a ka!d4 ' x, EO (O,!%) exiatuje

...1.. (arotg(stgx» ..
~a tgx

1

dl mue1me naj:(t konvergentn:( majorantu k tl!to derivaoi,po10ime

c; (x) pro x E (0, ~) ,

zi'ejmll q(x) .. ! pro vlieohna x IE (0, f) , tedy fi € ~(o, -: ) .

Pod1e tvrzen:( vAty 6! integl'a1 konverguje pro vAechna a EO <0 ,+ oc )

a

F'(a) .. Jf 1 dx
• 1+a2tjx '

Podle pi'. 6,17 z,jist1me,!e

a e <0,+ 00 ) •

F'(a) .. z... 1
2 l+a a IE <0,+ 00 ).

existuje takova konstanta C , pro nil F(a) ..Odtud p1yne, !e

:r.. 2"' 10g(1+a) + C, a E < 0,+ 00) (odllvodnllte I) •

ZJ)yva nyn:( jan urlli t hodnotu konstanty C • V:(me vliak, Ie pfoedchoz:(

rovnost plat! pro vliechna a e <0,+ 00 ), tedy i pro a" O. Proto­

Ie F(O) .. 0, dostav8me ihned, Ie

.,.
o .. F(O) .. '2 • 10g(l-+O) + C ,

t.J.' c .. 0 •
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Uvldo.~e-U si kone/lnl!, ie

!J1'
T__ J arotg (ate)

F(a)
• tgx

F je lichi fUDkce, doBt4v4me

dx = sigp. a. ~ • 10g(1+ [a] ). a E E1 .:II

6,20. Dokaite, Ie

CDJ aretg ax
• x(l + .;.)

dx = sigp. a., ~ • log <1+ Ia I ) pro a E El"

r;:; Ukene, Ie integrlil 1I:0nverguje pro vliechna a E ~ , oznal!te jej F(a).

21 Poulijte '1ll1edku cvil!en:! 6,19 a BOOBti tuce tg x = t.

3/ Ukaite, ie F je tUDkce lichli.

4/ Ovl!i'te. Ie jsou splnl!ny pi',edpoklady vl!ty 61 - 14 = (0,+ 00 ).

A. <0,+ 00 ).

NejdOlei1tejll:! je opet nalezen:! 1I:0nvergentni majoranty:

Odtud plyne, !e

_ 1 E ~
-~ (0,+00)

00

!
Ukeite, !e

, :Jl'...L
F (a) = 2· Ha

dx
pro a € <0,+ 00 )

pro a E <0 ,+ 00 )

(nutno roz1iAit pi':!pady a = 0, a = 1 anepo uklI.zat, ie F'(a) je

spoj1U v <0,+ 00 ) oboji proveAte podrobnel). Odtud vzhledem

k podm:!nce F(O) = 0 a vzh1edem k 1ichoBt1 F dost4Vllme tvrzen:!~

I
- JOO 1- e-ax

6,21. Zkoumejte K(a) - x . dx •
,oxe

~ Uke!t8, ie integrlll konverguje pro a € (-1,+ 00 ), pro a E (- 00 ,-1)

je K(a) = - 00 •

21 Overte pi'edpok1ady vety 61 (14 = (0,+ 00 ) ,A= (-1,+ 00 » - p010i~e-li

G(x) = sup 12...
a€}1 8a

je

1 - e-ax I
( x)

xe
pro x € (0,+ 00 ),

G(x) = sUI! e-(~+l)x = 1 pro kaild~ x E (0,+ 00 )
a€ (-1,."")

a tedy G ¢ 2(0,+00) .
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Musime se proto omez1t - obdobnl! jako u ptik1add na spoj1tost - na libo­

volnY interval <p, + 00 ) C (-1,+ 00 ).

Potom konvergentni I18jorantu na1ezneme snadno:

-(a+1)x ' -(p+1)xG(x) .. sup .. .. e pro
a e <p,+oo)

tedy G E. ~(o,+ao) (jel!to n >- 1 I).

Pod1e vl!~ 6! ,jsst

x E (0,+ 00 ),

pro a E <p ,+ 00 ) •

00'

K'(a) .. J e-(s+l)x dx • -!-
c a+1

Protol\e <p ,+ 00 ) by1 llbovoJ.n,t interval s p > -1, jest

, 1
K (a) .. ­

a+1
pro vllechna a E (-1,+ 00 )

( rozmyslete ! ) •

Vzh1ede. k podmince K(O) = 0 doetav4me

K(a) = log (1+a) pro a E (-1,+ 00 ).:JI

k € (0,+ 00 ), a E E
1

6,22.
00

1 -kx sin ax
Bua F(a,k) .. e dx

o ~.

a
PotCIIR F(. ,k)" arc tg"F pro •

Dokal!te!

1\1/ Integrll.1 je v tomto ptipedl! dokonce 1'unkci dvou perametrO - a ,k •

Ukal!te, l!e integral konverguje pro k E (0,+ 00 ), a € E
1

•

2/ V to.to ptipadl! m4me na vybranou, ID.dl!eae deriv,ovat podle "a" i pod1e

"k" • Probereme oba dva zpdsoby.

II Bua k e (0,+ 00 ) konstantni a derivujeID.e podle a •

Ovlltte ptedpoklady vl!~ 61 • Nejdd1el!1tlljlli je opU na111zt konvergentni

.. jOl'8Dtu, ale

1
2.. (-a sin ax ) I
8e e • x .. Ie-a. cos ax I ~ -kxe ,

e-a • cos ax dx ..

= e-a pro x € (0,+ 00 )

00

gF J;;- (a,k) ..
Cia D

q E [£(0,+00))'a

sta~i tedy polol!it G(x)

(runkce G "*sz'visi na a"

Tedy

F(a,k) .. aro tg ~ + C(k) ,

(viz kuptikladu 4,48).

Odtud p1yne, l!e
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kde "konstanta" tentokr4t mite z4v1set na zvol.enl!m k E (0,+ (0) (prol!?).

Z pdvodn:!ho 1ntsgr4l.u js ovilem 1hnsd ·v1det, ze

F(O,k) = 0, tj. O(k) = 0 •

III Zkusme n;yn:! derivovat podl.e "k", neC;ht tady a E El. je pevnl!. Opl!t

ovei'te pi'edPokl.ady vety 61 ,

sin ax )
x

-kx= - e • sin ax •

Zde se n4m jU nepodai':! naj:!t majorantu spol.el!nou pro vilechna

k E (0,+00 ), to vllak nevad:! - omez:!me se opU pouze na k E (p,+OO),

kde p)O.

Potom

, x E (0,+ 00 )

m4 v intarvalu (0,+ 00 )

- I
a £unkce G(x) = e px je hledan4 konvergentn:! majoranta. Integrac:!

opl!t dostliv4me (proveate podrobne!, viz 4,47)

F(s,k) = arc tg : + O(a) ,

kde "konstanta" opet mdze z4v1set na (ze zaMtku pevnl! zvol.enl!) hodno­

te a. Rovnost plat:! pro vilechna k E <p,+ 00 ), kds P > 0 bylo

11bovol.nl! l!:!sl.o, tedy vYsledek plat:! pro vliechna k E (0,+ 00 ).

Zbtv4 jeilte url!1t O(a), zds n4m nen:! n1c platn4 do z:!ekan4 rovnost1

dosadit a = 0 (prol!?). Zkus:1me prov4st 11m1tn:! pi'echod pro k -++t>O ,

bude-l1 tot1z ex1stovat 11m F(a,k) (pi'1 pevnl!~ a E El.)' buds
k-++OO

11m F(a,k)= l.1m [arc tg t + o(a)] = O(a) •
k-+ 00 k-+OD

Podl.e 4,20 (proveate jeiltl! jednou)! je lim F(a,k) .0 pro l1bovol.n4
k-+OO

a E El • Teda O(a) = 0 pro kdd4 a E El a jl!Ollle hotov::JJ

Z tohoto pi':!kladu bylo vel.m1 dobi'e v1dl!t, ze nebylo tak docela

jedno, dsrivoval1-11 jams podl.e jedn4 l!1 druM proml!nn4. V prvn:1m pi':!­

pade byl pi'ec1 jenom postup 0 nilco jednoduilil:!. V dalil:!ch pi':1kladech

sa vl!dy snazte derivovat podl.s vlisch proml!nnYch a jednotl1vl! metody

po rovnsvejta !

16 , 23 •. Ukazte, ze funkce F(a) = .[00 e-ax dx

L_~er1vacs vilec._h_i'_Sd_d_'._S_p_o_/!_t_et_e_j_s --.J

~ Lshko zj1st:!ms, l!e F(a) = ~, odkud plyns tvrzen! a vztah
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(n) . n nl
F (a) = (-1) n+r

a
a E (0,+00 ).

21 Na drub4 stran~ uka!te, !e

ee
F(n)(a) .. (_l)n J ,[1.e-e.:X dx ,

o
a E (0,+ (0)

v~ta 61 a matamat1clai 1ndukce I~

Porovn4n:!m obou v;tsladkO. dostavee vztah

00

J n -ax'dx _ nl
x.e -Ii+'!

o a
pro n > 1,2, •••a E (0,+ 00 ).

16 , 24 .1 Uka!ta, !e n4s1eduj1c1 £unkce maj1 v uveden$ch oborech derivace vlech tadO,

spol!t~te je, a s jejich pomoc1 pak odvo~ta dalli1 vztahy.

"AI F(a) .. J ~ dx , a E (-1,+ 00 ) ,
a

J " xa • lotfl x dx ..
o

(_l)n • nl

(a+l)n+l
, a E (-1,+ 00 )', n EN.

00

51 F(a) - I' ~
- -{ za , a E (1,+ 00 ) •

""1' - - a J1_ • log x dx
f

nt
a E (1,+ 00 ). n EN,

01 F(a) ..

+00

J
-00

a € (0,+ 00 ) ,

DI F(a) a E (0,+ 00 ) (viz 5,84) ,

~

EI F( a) .. J cos ax dx ,
o

FI rc e) .. 1''''' zS-l e-x dx ,
a

s € (0,+ 00 ) .

dx t,if
xe

00

fSpol!tlite H(a) =I··,,·
~ al Uka!ta, Ie 1ntagNl konverguje pro a E (-1,+ 00) .

bl Ov~t1ta-li ptedpoklady v~ty 61, jest

.[

00 -(a+l)x2 1
H'(a) .. xe dx .. -- pro ka!d4 a E (-1,+ 00 ) ,

2(8+1)

proto!e H(O) .. 0 , Jest H(a) .. ~ log (8+1) -:JJ
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6,26. Spol!t~te F(a,b)
-b..f- e

x

~ Ukaite, !e integrlil konverguje, prliv~ kdy! a =b anebo a > 0 ,

b >0 •

bl PouUt!m vl!ty 61 dostlivlite

? F(a ,b) = 1'00-xe-a,f- dx = _ .l: , konvergentn:! majoranta je
~ D 2a

G(x)

Tedy

pro x E (0,+ 00 ), a E <p,+ 00 ) , p ) 0 •

F(a,b) = ~ '~ log a + C(b) ,proto!e F(b,b) = 0 ,

je C(b) = ~ log b, tj. F{a,b) =log ~ ~

( ) r:Jl' log (l+acos x)
Spol!tl!te J a = J dx

D cos X

ral Ukdte, !e integrlil konvsrguje pro a E <-1,+1> ,pro ostatn:! a nen:!

.t'unkce 10g{ 1+acosx) viiude v (O,:JI') det'1novlina.
cosx

bl Omezte ee na a E (-l,+l) a uka!te, !e

= r:Jr dx
J'(a) J

D l+acos x
•

(Majoranta: bua 0 <p <1 , potom pro a E <-p ,+p >
x E (0, Jr) plat:!

a pro

11+ac~sx
1 <: 1 <: 1 <: 1

= = = ,
11+ acosx I 1 -/acosxl l-/al l-p

stall:! tedy poloUt G(x)
1

(0, sr ) )=- pro x E •l-p

Pomoc:! substituce t = tg ~ uka!te, b

J'{a) sr= 11-a2

tedy vzhledem k J(O) =0 dostanete

J(a) = 7f arcsin a pro a E (-l,+l) •

cl UkaHe,!e J(a). = :IT arcsin a pro viiechna a E (-1,+1> ,

stac! ukB7-R+.• !e t'unkce J{a) je spojitli v intervalu (-1,+1) (proll?),
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k ddlmzu posledn1ho tvrzen! pou!ijte vitu 60 a vztahu

a E (-1,+1)
10g( l-collX)

coex

10g( l+acoex)

cosx

10g( 1+cosx)

"" cosx

proveate podrobn~ ~

6,28. Spo~t~te J(a)

:J1'

J T l+acosx
= log

D , l-acosx cosx

r;;:; Uke.!tte, Ze intesr~l konverguje pro a E (-1,+1 ) •

bl Spo(!Ute J(a) pomoc! v~ty 61 , doetanete

.s:
J'(a) .. JZ ~ax 2 s konvergentn! majorantou

D l-a coe x

tg x = t doetanete

J{a) = :;r arcsin a pro

a e <-p,+p) C (-1,+1) •

tedy,J' (a) = :ITl1_a2

a E (-1,+1) •

, :IT
x E (0, ~) ,pro

(J CO) = 0)

G(x)

Po eubetituci

ax •

cl Uke.!!te, l!a :f'unkce J ja epojit8 v intervalu <-1,+1 > ,odkud vy-

plyne,!!e J{a) = :;r arcsin a pro a E <-1,+1 ) - viz pi'edchoz! '

pHklad 6,27.

d! Pou!ijte tIS!! visledku pi'. 6,27 , dostaneta

.7r 2f
J 10g{1+e.cosx)ax J 10g{1+acosx)

:IT • arcsin a = = ax +
T D COllX D cosx

+h 10g{1+acosx) dx = jfl0g(1+e.Coax) ax :If 10g{1-acollX)

71 coax D cosx " COllX

6,29.

?..J log
D

Spo(!Ute IC{A)

l+e.coex ax = J{a)
l-acosx

:r...I log{ 1+sinAcoax)
D coax

pro a E <-1,+1 >~

ax

~ al Ultal!te, lIe intagrlll konverguje pro vilechna A E ~ •

bl Uvildomte si, Ie IC{A) je periodicil:ll :f'unkce s periodou 2 'Jf' •

cJ Pi'i vlastn!m v!Po~tu (pou!1t! vl!ty 61) je ti'eba vyloul!it hodnoty, kdll

I sin A I" 1 (pro(!?), vyjde IC{A) .. JT arcsin (sin A) pro viiechna

A E E1, A oj. f + k JT , k ceU.

d! Ultal!te, lie :f'unkce IC je epo jit8 v ~,tedy IC(A) = JT arcsin (ein A)

pro vilechna A E E
1

•

el Ulta!!te, lie IC{A) .. JT A pro A E <-f , + f >.
25535 Z12
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rl Ifakrealete pr f'lmkce X(A)

tIl 114 f'lmkce X(A) dude" ~ der1vaci?

hi Porcmejte ytaledell: " pfo. 6,27 - stal!110 poloUt a = &in~

T

6.30. Spol!tl!te F(a.b) = JT10g (a2"1n2x + b2co,,2z'J dx I
o

I at UlI:dte, Ie integrlll lI:on"erguje pro 1ibo,,0ln!i a E El • b E El
s ytjimltou a = b "' 0 •

bl Funkcs F(a,b) je sud' "

b ~ 0 •

N,a 1 ,b', omezte ee proto na a ii: 0 ,

cl Z"olme 1ibovoln~ b E (0,+ 00 ) pem', bu3 a E (0,+ 00 ) •

Podle "l!ty 61 dostanete

_ ('.2f..L
- J a •

o

(majoranta pro a E <p,+ 00) , kde p > 0

2
a <::= Ia

2 I<::- p2 U'E <X-(q, rJJ

Substituc! tg x =t dostanete :T=-
a+b

•

Ze "ztahu F( b ,b) = J!'. log b 17YP~ lI:onel!nl!

F(a,b) "'
a+b

J!' • log T pro a > 0 , b > 0 •

d/ Ukalte, Ie \'taledell: plat! 1 pro a"' 0, b > 0 (l!i a > 0 ,

b = 0 ) •

Bua tedy b E (0,+00 ) pem', stall! uII:lI.sat, Ie rucJ<ce F(a,b) jakol_

to funlcce a je apojit.6 "bodl! 0 zpra"a. Pouiijte "Uu 60

(x E (0, f) , a E <0,1 > ) a odhaciu

log b2colx :i 10g(a2s1n2x + b2coiz'J t!i log(l + b2)

el Pomoc! pi'edchodho \'tsledku odtud od'Vo(\te, Ie
:II' T/T10g sin x dx = jT10g cos x dx ={ log ~ ,

viz t81 pfo. 5,81; 8,64.:J
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6,31. Spo~tAte I(a,b,lt)
• I'" ....x _ .-bX

~ x
II1n kz dz I

4,47)

~ al Ukaitte, !e pro a >0, b > 0, It E B1 integril konverguJe.

bI Zvolte It E B1, b € (0.+ 00 ) pevnA, bua a E (0,+ 00 ).

PotOlD
00

'() I r ...x .,.ItU (a.b.lt) = J -e Bin kz dz· 2 _:I (V1Z pi'.
" a +10

konvergentn:t maJ91'Bnta G(x) =e-Px pro x € (ei.+ 00 ).

a E <p.+ 00 ) C (0,+ 00 ).

OdtOO p~"" ite

I(a,b.O) .0 (pi'imo vidit) ,

I(a.b.lt) • arctg i - arctg ~ . pro It ~ 0 •

neboi I(b,b.lt} = 0 •

cl Vysledek 81'09I18Jte e pi':Otlad_ 6.22 , podle kteNho Jest

I(a,b.lt) =
co 00

I' -ex 1I1DIa: .._ .£ -bx e1nkz..L e -\,1.,&.- • _.
o X 0 z:

dz •

• arctg l- arctg l pro a > 0, b > O. It € ~.

Nent to ve ep01'l1 e pi'edeill1a v;tpo~t.lT Ukalte. Ie D••

Pro It = 0 doetliv4te v obou pi'tpadech I(a,b.O) • O.

DUe ukaitte. ite pro llbovoln6 • ~ 0 platt

arctg z + arctg i = f. 111811 • •

odkud JU "7P~, Ie pro llbovoln4 ~ ~ O. ~ ~ 0 platt

arctg .... - arctg ~ =arctg;L - arctg ;L
-.L ~ ~ :J

6.32. Spo~tite J(a.b.lt} J
oo e-ax-e-bx

= coe kz dz
" x

~0bn6 pi'tkladu 6,31 • (lJldrItte

1 b2+~
J(a.b.lt) = 2 log a2+'..2 pro It E ~, a > 0 • b > 0.-:1J

6,33. Spo~tite P(a.b.,c)·
Bin bz - Bin ex

dz I

~ at Ublta. Ie pro a E (0,+ 00) , b E ~. c E ~ integri1ltoJ1nr­
guJe.
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bl PClIIlOct vit;, 61 a pi'tkl.adu 4 148 ukal te 1 Ie

00

= J a-ax coa bx dz = n
• a +b

(majorenta G(z) • a-ax) 1 te~

F(a1b1c) = arctg ~ - arots I
cl Zkuste 1i41· apol!1tet * 1 M .
d/ Porovnajte t61 a pi'. 6 122 • --ll

pro a > 0 1 b1c e ~ •

00

61)4. Spol!tite F(a1b1c) = ~ a-ax
o

cos bx- coa cx dz I
x

pro a >0, b,c E ~ :J

00

:!..L (a,b) =~ e-e.~ dz = -1. i:r (viz pi'. 5,84),'
~a 0 2 c

-px
(majo1'llnta G(x) = e pro a € <p,+ 00 ), kde p > 0),

ted7 - vzhledem k F(b,b) =0 - jest

F(a,b) = ('If b - ITa pro a > 0, b ~ 0 •

cl Ukalte, Ie F(&,b) = rTb - ;:;;. dokonce pro a ii: 0, b ii: 0 •

Toto tvrzen:! dokslte

11 Um, Ie uklllete, Ie pro ksl~ b > 0 je f'unltca F(a,b) jakolto

1'unk:ce a apoj1tli. v interva1u <0 1+ 00 ) ,

21 anebo takto: rovnost F(a ,b) = l1fb - ITa ja si"ejalai pro

a = b = 0 ,pro a > 0 , b 2 0 jlllle ja .111 ,,0!c4sel1 a pro

a ~ 0, b > 0 .11 obdrl:!me derivoveu pod1a b uebo sa lQIIlatria.

Vie podrobni provecite !

d/ Porovnejte tlll s pi'1k1adem 5,76 a~

SpOl!tete J(a) =f
o

dx I
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rr-;7 Ukalte, Ie integrli1 kOnverguJa pro a E <-1,+ 00 ) •

bl Pro a E (-1,+ 00 ) Ja podla. vilt;y 61 a pi'. 5,84
00

JO(a) .. .[ a-(a+1)~ 'dx .. l 1:'1 ' te~

J (a) = ff ( fa + 1 - 1) pro a € (-1,+ 00 ) •

01 Ukalte, Ie J( -1> .. - fi" . I: tomu stallt dokllzat, la ~ca J Ja

aPoJit1l v bodi -1 zprava (proll?) ,

k ddkazu tohQto tVrzani pouUJte vitu 60, kde po1olite II .. (0,+00 ),

A = <-1,0) a pouUJate odbadu

1 _ a-a~

~a~

6,37. Spolltite K(s,b) =}(a-;:
D

a:2--1
2 E :t:(o,+oo} II

,.2ar ~

r;t Uka!ta, Ie intagrli1 kOnverguJe pro l1bovolM a,b E B1 •

bl Protole .f'unkoa K(s ,b) Ja lIUd4 flmkca Jak v prollimul , a', tak
,

v.b ,omaztlll8aena a"O, b;;"O.

'ilK
~ (a,b)cl Bud tedy b ~ 0 pevn', a E (0,+00 ) • PotOlll Ja

1'00 2a -~
=D -;1.e)( dx

(III8Joranta - pro a € <p,q> , kde 0 < p < q < + 00

pod1e n4eleduJiotbo odbadu - proVlldte

- url!tma

1-~ e-~I ~ zs . e-1j.2 E if; ,)
x- ~ (o,+OO)/

1Subat1tooi t .. i pi'lIVa~ poeledni 1ntep1 na Laplaoadv integrli1 -

pi'. 5,84 - dosteneme

~ I: rz:?a (a,b) .. - (r ,

te~ vBhledem k I:(b,b)" 0 V;Y~de

K(a,b) .. ""(b - a) pro b Olt 0 , a > 0 •

d/ Ukalte, Ie K(a,b) .. ff(b - a) pro vlaellDa a,b E ~

(viz obdobllt pi'tklad 6,35).

al PoroyneJte till a pl'tklad_ 5,76 e....:J
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6,38. Spoatlte J(a)

r;t Integril konverguje pro a E <-1,+1> •

bl Uka!t8, Ie f'UPkce

( a E ( -1,+1)

J je 8Jlojit' v intervalu

, :I: E (0,1) ~

( -1,+1)

2 2log (1... x )

~./l-i

hog (l-bl
~h-i

cl Pro a E (-1,+1) jest

J" -2a

=0 22 .~dz
(l-a x-)., l-X-

pro a E <-p,+P) C (-1,+1) )
2p

(majorants G(x) =
(1_p2) h--2-

Pomoc! subst1tuc! x = sin t, tg t = u dostanete

blted.y s pMhllidnut!m k a4st1
:lfa

= - ,r? I

I 1...2

J(a) = Jr. ( 11 - a
2 - 1) pro aE (-1,+1) .-.Jjs

6,39.' Spoatlte F(a) = J'
a

log (1-a2~)

11-x2
dz 1

~ Intsgril konverguje pro a E <-1,+1) •

b/ FUPkce F js epojit' v

c/ F(a) = Jr. log Q+l
2

(-1,+1) •

pro a E < -1,+1> ..:JJ

dx

~ Integr'l konvergujs pro v§echna a E E1 •

bl Funkee F je l1eM, omez!ms sa na a E ( 0,+ 00)
Potom

F'(a)

•
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- 1 je

1
(majOranta G(x) =---===~ E ie (1,+00) )

X Ix2- l

u= ./x2
Pomoci 9ubstituce

7'( a.)2 1- la2+ 1

a vzhledem kF(O) = 0

F(a) = f (l + a

cf ~emu je rovno F(a)

pro a E ( 0,+ oa

pro a ( 0 ?~

) .

6,41. Spol!tl!ta
('1 arctg ax

F(a) = J.
ox. !l-yf-

dx

~ Integral konverguje pro v§echna a E E
l

•

bl F je funkce licha.

cl F(a) = f log (a + ;/a2 + 1) pro a ~ 0 ~

6,42.
/" log (a2+i )

Spol!tl!te K(a ,b) =..L 2 2 dx
o b + x-

~I Uka!te, !e integral konverguje pro l1bovolnS a,b E E
l

, b to 0 •

bl Proto!e funkce

a E (0,+ 00)

K(a,b) je sudS v

b E (0,+ 00 ) •

aN
N i v b 'p , omezime sa na

cl Uka!ta, b pro kaUE! pevnE! b E (0,+ 00) je funkce K(a,b) epojiU

jako!to funkce a v El

(pro a e(-p,+p) , kde p ) 0, x € (0,+ 00 ) jest

.~ )

d/ Omezime sa na a € (0,+ 00 ) ; b e (0,+ 00 ) bud pevnE!.

Potom

00
~K .I 2a :Jr 1
~ (a,b) = dx=

o (a2+x2).(b2+x2) b (b+a)

(majoranta pro a E (p,q) C (0,+ 00 )

tedy K(a,b) = f. log (b + a) + C(b)

je

pro

29 E ~ )
(p2+x2) (b2+x'!) ~+oo)

a)O, b)O.
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Mus!me je~t~ ur~it "konstantu" C(b). Vzhledem k ~aeti c/ doetavame

K(O,b) =11m K(a,b) =11m [f. log (b + a) + C(b)] =-{. log b + C(b)
a ... 0... a .... 0+

1
00 log ,I-

a zbYva nBm tedy pouze spo~!tet K(O,b) = 2 2 dx • Pamod
o b + x

. 1 T
sUbetituci x = bt, t = u zjistime, ~e K(O,b) =b log b ,

tedy C(b) =° .
e/ Lehko zJistite, ~e

K(a ,b) = I~I • log ( I a I + I b I )

6,43. Spo~tHe F(a,b, IX , j.J ) J
OG -ax

e •
= •

-OCxcos bx - e

x

r;;-/ Ukene, Ie integral konverguje pro a) 0, ex > 0, b,,8 E El •

b/ Uke~te, ~e (viz pt. 4,47 a 4,48)

'OF
'0 a (a ,b, IX ,,8 )

00.. .I -e-ax cos bx

•
a

dx = - -r-­
a + b 2

(majoranta
-px

e pro a E <p ,+ 00 ) , kde p ) 0) ,

sx:3b (a,b, ex,;8)
00

= J _e-ax

•
b

sin bx dx = - ~2
a + b

(majorante e-x) •

Odtud plyne , ~e

ex > 0, b,l3lE EUa > ° ,·pro

F(a,b, IX ,!J ) = - ~ log (a2 + b:2) + C( ex ,;8) a

vzhledem k podm!nce F( ex ,;& , ex ,13 ) = ° jest

IX' +13 2

F(a,b,IX,;8) =~log 2 2
a + b

6,44. SpoM~te J(a ,b)

00
= J arctg ax - arctg bx dx

• x

b ) °pro a = b anebo pro a) 0,Integral konverguje

a(O,b(O.

b/ PfedpoklBdejme, ~e b > ° je pevn~, bUCi a E (0,+ 00 ) •

Potom

/ /00 1
(a,b) = 2;2

o l+a
dx =

pro a E <p ,+ 00 ), kde p ) 0) •
1

(majoranta 2 ,
l+p x""
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Vzhledem k podmtnce J(b,b) = 0 je

". a
J(a,b) = 2' log Ii pro a > 0 ,b > 0 •

ef Jak;Y je vYaledek pro a <0, b < 0 ?

d/ Porovnejte t~f e pf:Otladem 5,71.!...lj

*6,45.
00( J arctg ax • aratg bx

Spol!tl!te H a ,b) = • Xl dx

II al Integral konverguje pro ka!d~ a E E1, b E E1 •

bf Sua a E E1 ' potom funkee ~,* (b) je spojita v E1 (pro be<-p,+p)

kde, p > 0 je

Iaretg ax • arctg bx

x2
Iaratg ax I. laretg px I

~

*,-8- ( )cf Obdobnl! f'unkce H a je spoj1t8 v E1 pro ka!d~ b e' E1 •

d/ sua b ~ 0 p~, a E (0,+00 ) , potom

pro a E (p,+oo ),(majoranta

"".l1! (a,b) = J arats bx dx
'0 a • x(1+a2~)

arats bx E ;e
x(1+p2Xl) (0,+00)

kde p ) 0) •

Je nutno nyni spol!itat tento 1ntegrli1.

11 Podle pi'ikladu 6,20 je

log (1+ a) pro a > 0 ,

provedeme-11 telly v nailem integrlilu substituc1 ax = t ,

bude
3H T a,f-b;ra (a,b) = ~ log a

2f ~ychom neznali vtaledek pfik1adu 6,20 , by11 bychom nucen1 postupo­

vat stejnl! jako v 6,20 , dostal1 bychom vlaatnii, fe

.L1!
(1sO'b (a,b) dx =£ •

2

1
a+b

a odtud vzh1edBm k podmince t! (a,O) = 0 by by10* (a,b) =flog a:b
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Z kte"hokol1v tohoto "ysledku obdrl!me, Ie

H(a,b) -rl- + b) log (a + b) - (a + b) - alog a + a] + C(b) •

Zbyv~ ur~1t "konstantu" C(b). Vzhledem ke spoj1tost1 (~~st e/)

obdr!:!me

1f .
0= H(O,b) = 11m H(a,b) =-2(blog b - b) + C(b) •

Q-+ 0.

b ii: 0a ~ 0 ,proH(a,b)

Odtud vzhledem k ~stem b/ a el dostav8me

a+b
1f 1 (a+b)

=~ og
aa • bb

(kde eMpeme .00 = 1 !!)-II

,------------------_._--_._---------------,

*6,46. Spo~ti!te H(a,b)
rOO -ex

=..L (e -
o x

-bx 2
e ) dx

~i Integral konve·rguje pro a = b anebo ·pro a ~ 0 , b:;:: 0 •

je f'unkee H
a

,* (b) spoj1ta v intervalu

*~b € <0,+ 00 ) je f'unkee H t (a) spoj1ta

b/ Pro kddl! a E < 0,+ 00 )

<0,+ 00 ) a pro kaldl!

v <0,+ 00 ) •

e/ Bua b > 0 pevnl! , a E (0,+ 00 ) • Potom

M(a,b) =
00

.I -2 •
o

• e-&X ax =

(majoranta pro a E <p,q) C (0,+ 00 )

1-2 •

-ax -bx I
e : e e-ax;a 2

<=
-qx -bXIe - e ) E

x {£(o,+ooJ .

Je nutno spo~!tat posledn:1 1ntegl'll.l

1/ Podle pf'. 6,32 je

oH
~ (a,b) =- 2 •

1 (a+b)2
~ log 2 =

4a

2a
210g;.;t;" •

2/ Jako ev1~en! zkuste spo~:1tat

2 00

.2..! !a,b) = - 21 e-(a+b)x dx =~ (s majorantou e-ax) •
<Ja a4- 0 a+b

Odtud vzhledem k H(b,b) = 0 a k epoj1tost1 dOst6V8me
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H(a,b)

(opl!t 00 =1) .:..J

= [(2a)8 • (2b) bJ 2­
a+b

(a+b)
pro a ~ 0 , b ~ Q

6.47.

00
/' sin ax

Spo~tl!ts H(a.b,k) =.1 •
o x

sin bx
x •

r-;;.; Integrli1 konvergujs pro a.b E El • k ~ 0 •

bl Bu1!te b E El •• k) 0 psvnti. potom

'H,js (a,b.k) =
00.I cos ax •

4

sin bx
x

Spo~tl!te tento integr~l,

11 s pouUtim vztshO. cos a sin j3 = ~ [sin(a' +(1) - sin(a' -;6')J
8 prikladu 6,22. dostanete

'(/H 1
~ (a,b.k) = ~

~21 tim, le apo~i~te 'dad&'

Obdr~ite vYsledek

a+b a-b
(arctg k - arctg T) ,

(a,b,k) •

a+b a+b a-b a-b
H(a,b,k) = 2"" arctg k - 2 arctg k

01 Diskusi k pripadu k = 0 viz V cvi~eni 6,73-=.J1

*6,48 •

00

Spo~tete H(a ,b) =J
D

2 2 2 210g(l+a X) • log(l+b X-) dx

x4

~ Integral konverguje pro v§echna a,b E El •

,,'H
bl VyJadi'ete ~ (a.b)~

Spo~tE!ts J(b) = j e-~ cos 2bx dx
o

~ al Integrlil konverguje pro vllechna b E E
1

•

bl Podle vl!ty 61 Jest

, 00 2

J'(b) = -2 J xe-x Bin 2bx dx
4
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6,50.

(majoranta xe-,l e 2(0,+00)

Integrae1 per partes pro Newtonovy 1ntegraly lodllvodnlite I I

dost4v4me J'(b) =-2 J(b) •

Toto je dif'erene1ll.ln1 rovn1ee pro f'unke1 J(b) jej1m! hlien1m vzhle­

dem k J(O) = J1- (v1z 5,84) z1sk4me

.liT _b 2
J(b) = T e •

el Porovnejte Be ev1aen1m 4,51 d~

00 -tx

Bua p( x) =J ~ dt •
o l+t

al Uka!te, !e pro x ~ 0 tento integral konverguje.

bl Uka!te, !e pro

rovn1e1 y" + y

x E (0,+00)

=:J: •x

f'unkee P( x)

*6,51.
00 2:,)(2

Spoatlite F(ox) = J e - t - t Z

o~

dt I

r-;.I Integrli1 konverguje pro vliechna x E ~ •

bl Funkee F je spoj1ta v E1 '

~=

el BuC1 x E (0,+ 00 ) , potom

00, J 2xF (x) = - ~ •
o t

2 )(2 /

e-t- -p. dt

(majorante pro x E <p,q> C (0,+ 00 ) je

, x'
2x -t- t1

--:2 e
t

promlinna je t !!

d/ UkaHe,!e 2F(x) - F'(x) = 2 e-2x • fiT

(poulijte subst1tuci z = t - f apr. 5,84).

fte§en1m teto dif'erene1aln1 rovn1ee dostanete

F(.x) = ( r' e-4x +' 10 e2x pro x E (0,+00 ) ,

ze spoj1tost1 obou stran v bodli x =0 pak plyne K =0 •
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Tedy F(x) pro x € (0,+ 00 ) .
e/ Ukalte, Ie je till spln~na rovnice

F'(x) + 2 F(x) ='0 a

1./ vypo/!Ute z Uto dif'erenc1lUn! rovnice F( x) ,

2/ ralite eoustavu

2 F(x) - F'(x) = 2 e-2x • IT
,
2 F(x) + F'(x) = 0

jako eouetavu dvou 1.1nearn!ch rovn1C-:]

16,52.1 Poe1.edn:!m Uko1.em, kter,1m ee bUdsme zeby,rat, je etud1um a nakresl.en! graf'u

f'unkce zadanll 1ntegl'li1.em, podrobn~j1 - je d8na f'unkce F, F( a ) =

= J f' (x, IX ) dx , ~ mlIme nakresl.it graf' Uto f'unkce F.
H

Pr1 reAen! tohoto prob1.IImu budeme poetupovat takto:

1.1 zj1st:!me maximAln! obor Dp ("def'1n1/!n! obor"), ve kterem je f'unkce F

def'1novlina a konel!nll, tj. zj1et!me mno!1nu t~ch a € E1. ' pro ktera

konverguje J f'(x, a ) dx ,
M

tedy

2/ budeme zkoumat epoj1toet f'unkce F v mnoz1n~ DF,

3/ BPo/!!t6me 1.1m1~ f'unkce

je-ll napr. Dp =(a ,b) ,

F v "krejn!ch bodech" mno!1ny

spo/!!t8me

Dp , pi'esn~j1 -

1.1m F( a )
tIf-+ D_

4/ bUdeme zkoumat monotoni1 F,

,

5/ eventueln~ pro podrobn~jA! etudiUIII vylietHlle extre~ f'unkce F " resp.

konkavitu a konvexitu.

I,·,,· .......... _ ....... 00 -ax
F(a) = J!-.- dx

o 1.+x2

rv Zj1st~te, Ie Dp = <0,+ 00 r ,

2/ Uka!te, Ie F je BPoj1t4 v <0,+ 00 ) (viz pl'. 6,3 ) •

3/ Uka!te, Ie

4/ Uka!te, !e

11m F(a) = 0 (viz pl'. 4,21).
a .....
F je neroetouc! v <0,+ 00 ):
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al zvo1te 1ibovo1n6 at' at, E' <0,+ 00 ) , a, « a. , potom

ze vztahu

e - a;x e-a-2.X ,

1+lC
2 "'" 1+,1

x € (0,+ 00 )

plyne i F( ex1 ) ~ F( (X2 ) (ukazte, ze dokonce F( a,) ) F( a:-
2

) i ,

bl F'(e) <: 0 pro a E (0,+ 00 ), odtud plyne, ze F je k1esajici

v (0;+00 ).

51 Ukazte, l\e F je konvexni v interva1u (0,+ (0) (epoctete F" )

61 Ukahe, l\e

max F(a) =F(O) =f in!' F(a) = 0 ,
aeco, +00)

minima funkce F nenabyv6.

•*71 Ukal\te, ze F~(O) =- 00

(Podle zn6m6 vety - vys10vte ji a oddvodnete - 'jest

F~(O) = lim F' (a) a zjistite, ze
Q~o+

00 -ax 00

F' (a) f lim (-
xe

) -./ xlim = 2 dx = -2 dx=-oo ) .
Q4o' 0+ o a~o+ 1 + x 0 1 + x

Jednotliv6 kroky si znovu podrobne provedtel Nakres1ete graf ..!..J

J 1

o --:;::;=:=::--F(a) =I'.54. ,.,,,.....:' __c_e _

illl Dp = (- 00 ,0) U (0,+ 00 ), F je funkce sud6,

21 F je spojit6 v Dp ,

31 lim F(a) = +00 lim F(a) = 0 ,
a.~ 0+ a->OO

41 F je klesajici v intervalu (0,+00 )

51 F je konvexni v intervalu (0,+ 00 ).:JJ
r-=-._-~;

16,5~ Nakreslete
1

sin it
x( x+a) 2

al

grafy fWlkci
00

r
F(a) = J., . dx ,

J' 2 2
bl F(a) log (l-a x )

dx= ,
0 2 II -,1x
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cf F(a)

co

J arctg ax= dx
f x2 .li-1

,

d! F (a) = Joo ~l;:-e:.-_a...,x,--_-=a=-x
- dx .

" ~

Uvedme nyni v dalliim, jU niktarak systematiclcy, rozn~ pf'iklady.

16,56:1 BUC\ a> 0 ,

t E :t'-(0, s)

PotOlll

f'qnkce

" necht

l' necht je de1'inov8na v intervalu. <0 ,a :>

l' je ~ojit8 v bod~ 0 zprava.

, necht

f
a. h

o h2+ ~ (1'{x) - 1'{O» dx •

11'(X) - 1'{O) I ~ Ie pro x E (O,XO) . Uka!te, l!e

11m
""0

~ Polo!te I{h) =

BUCl Xo E (O,a)

!T
1'{x) dx = '2 • 1'{0) •

Odtud jU lehko odvodite, l!e lim I{h) = 0 a pot8 tvrzeni. ~
" .. 0 .

/6 ,57:IHecht f'unkce t ,g jsou definovq v ~,
BUCl X o E E1 ' p!'edpokl.4de jme jelitA,!e l'

v bod~ x • Potom
o

+00

nechi· (L) ~ g{x) dx = 1 •
-co

je omez~ v ~ a spojit8

,
..

J x e-ax •

"

Dob!ta!

~u!ijte s¢>stitoei x - Xo = ty B vl!tu 60~

16,58.1 Ukalte, Ie

00

J x .-ax
D •
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pro a )0, bE E1 •

~dvoate derivac1 vYsledkd z pi'. 4,47 a 4,48 .---.IJ

16,59:1 Ukalte, Ie

a.j 10g(1+x)

o 1+x2

~

dx +.1 199(1+ax)
a 1+x2

dx = ~(l.Og 2) • arctg a + ~ log (1+a2
) .

pro l1bovoln' a > -1 •

~ Ukalte, Ie

11 1ntegrily konverguJ1 pro a > -1 ,...
/J log (l+x)

2 2 dx Je primitivn1 t'unkc1 k tunkc1
D 1+x-

10g(1+a)

l+a2
~ 1Dterva1u (-1,+ 00 ) ,

3/ derivace lev' sUeny rovnost1 Je rovna derivac1 pray' strany

rovnost1 pro l1bovoln' a > -1 ,

4/ pro a" ° Je rovnost splnlina~

16,60:1 Ukalte, Ie

a.

I
of

!e.2 dx + r 10g(1+ax)(a+x)
2 J. 2l+x '0 l+x

16,61.1 Ukalte, Ie

pro l1bovolM a > ° .
r;;lte stejD;f postup Jako v pi'. 6,59 .:-J

of

(R) 1 10g(1+x) dx =:r • log 2 •

o 1d 8

~ Dosaate a = ° do rovnosti v pi'. 6,59 anebo a" 1 do rovnost1·

v pi'1kladu 6,60. ~

16,62~1 Ukal\te, Ie

F(a) =
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r-;;a!te, l!e

1/ pro a > -1 integrlil konverguje ,

2/ F'(a) = ° pro a E (-1,+ 00 )

3/ F(O) =log 2

16,63~1 Ukal!te, l!e

~al!te, h

11 je primit1vn! £unkce k fUnkci -Y!-e na intervalu

(0,+00),

2/ derivace leve i prave strany rovnost1 jsou stejne na 1ntervalu

(0,+00 )
/pozor pri derivovlin! slol!ene £unkce !I ,

31 provedte 11mitn! prechod pro x _ + 00

pr!kladd 5,84 a ~i dosadte x =0 •

Vile provedte podrobn~ a oddvodn~te

16,64~1 Dokal!te, l!e

a vyul!ijte vYs1edkd

F(a,b) 11 xa-l
= (-------

o l-x

bxab-1
--'::6-) dx = log b
l-x

pro a IE (0,+ 00 ) ,

II Ukal!te, l!e

b E (0,+ 00 )

•

1/ integrlil pro a >0, b) 0 konverguje,

2/ ~: = 0 pro kal!de b) 0 na 1ntervalu

3/ F(l,b) =log b

(0,+ 00 ),

16,65~ IVyiietrujte £unkci

Ukal!te, l!e

1/ 1ntegrlil konverguje pro vAechna 8

2/ funkce F je spojita funkce v E1

3/ F(a) =10g(1+82) - 2 + 2~ 8rctg :
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41 F'(a) =2arctg i pro a '!- 0, F;(O) = :If' F':(O) = - 7T •

l4echan1ckYm der1voVlln!m - bez ov~en:! pi'edpoklado. - doeUvue cbybn! V'$ele­
dek

pro a = 0

F'(a)

Rozmyelete !

16,66~IVyiletfujte :funkc1

Ukazte, ze

11 F(a) = - 00

~O

=~ 2arctg 1
a

1 a
F(a) =f ~ dx •

. 0 10gx

pro l1bovolnll a € El '

pro a ~ 0 •

21 mechan1ckYm der1vovA!1!m 1nte8ralu za 1ntegraan!m znamen!m dostanete
, 1

F (a) =~ pro a € (-1,+ 00 )

(ktert pi'edpoklad vllty 61 nea:! eplnlln T ).

16,67., Pi'edpoklBde jte, ze jete odvod111 vzorce

1

j _10....;8:....;._....;.. dx =
o x

:Jf~

l2p

pro p € (0,+ 00 ) (viz kUpi'. 4,45).

OdvOdte odtud pomoci der1vace 1ntegralu podle paz:ametru, ze

1'1 xP-1 r'
J - log! dx = ::-"Z'
o l-xP x 6p

pro p € (0,+ 00 ) •

16,68;1 Vyiletfujte £unkci

1 xP-1

11+xP
1log ­x

T:J.
dx = :::-2

l2p

00

f a2+,{-
109(T2) coe mx dx •

o b +x

Ukazte, ze

1/ integral konverguje pro libovolnll hOdnoty a,b,m E E1 '

2/ je-li a,b E El pevnll, je £unkce F(a,b,m) epoj1U jakozto £unkce

m v E
l

Ipi'esnllj1 £unkce F" ,b, * Je ~oj1U v E1 pro l1bovolnll

a,b E E1 / •
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Spo~tete ~~ s po~itim pl'. 5,92 a a odtud spo~tete F(a,b,m)

Inutno rozliiHt pHpady m = 0 a m -F 0, viz U~ pi'. 5,91/.

16,69 .\ Doka~te, ~e

"J 0-1 ( )x- • sin qlog x
o

", / xP-1

o
p

• cos(qlog x) dx =~
P +q2

pro libovolnoi q E E1, P E (0,+ 00 ) •

~~ijte VYsledkO. pl'. 4,47 a 4,48 spolu sa substituci log x = t ~

16,70.1 Doka~te, ~e

/

1 0-1
r . sine qlogx)

al ~-.:...;~..:....:.--";...;;..dx =
o 10gx

arctg ~ pro p E (0,+ 00 ) ,

cos( q 10gx)

10gx
diverguje pro libovolnoi hodnoty p,q •

~Odvo;J.te derivov'nim integralu Iderivujte podle p i q!1

s po~itim pro 6,69 •

bl Zkoumejte chov'ni integralu v okol! bodu 1 .~

Co nBm dB mechsnickoi derivovan! ?

1 6 , 71~ I Dokazte, lie

F(a,b) ..

s:
/ 10g(a ! b
o

a +
cos x) dx = :;r log ~-~~.:....-

pro 0 <b L a

rr-- fJF
II Ukalite, l!e 'da (a,b) = -,~==;- a po~ijte vysledku pr!kladu 8,66 -

~ast 11 ai pl'. 5,87 nebo pl'. 6,30 e .---il

16,72.1 Ukel!te, ~e

F(a)

00

J -ax l-cosx 1· a2+1
= e dx=-log

o x 2 7 pro a E (0,+ 00 ) •

C a provedete limitn! pi'echod pro

" Lehko zjist!te podle pi'. 4,48, l!e

a2+1
plyne, l!e F(e) = ~ log ---2-- +

a

odtud tedy

a ---'> + 00 •

Viz toil! pl'. 5,95 .~
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(6,73.! Ukal'te, l'e

pro b E E1

dx = ?!.. I b I ­
2

= /
00 e-a1-

- cos bx------
o x2

F(a,b)

~uZijte pr!kladu 6,47 , kde provedete limitn! prechod pro k ~ 0+ ,

viz tel' pro 5,93 •~

(6,74:1 Ukal'te, l'e

pro a € <0,+(0) I

rv POuZijte vztshu

/

00e-a1- _ 1
F(a,b) = 2· dx +
. 0 x

cos bx
x2 dx

a vYs1edlro pHkladl\. 6,35 a 6 173

21 Ukal'te, l'e F(s',b) = - ;;Ji + C(b) Iderivace podle "a" s pro 5,841 I

odtud vyplyne, l'e
00

C(b) = lim F(a,b) /1- cos bx
= dx a opllt

a.., 0+ 0 x2
pouZijeme 6,73 .

31 Dostanete vYs1edek tel' derivovan!m podle "b" ? • ~

[~~5; I Ukazte, l'e

11

21

00 la2J e-
ax .7T (8+ + m2 )

(0,+ 00 )• cos mx dx =
(a2 + m2)

pro 8 E

°IX 2
m E E1 •00

J
-ax

IIa2e jI2iT 2sin mx dx = + m - a·
xf;.0

pro 8 E (0,+ 00 ) , m ;:: o •

r 11 Sub sti tuce x = t 2 8 pro 5,94 •

2/ Derivace podle "m" a vYsledek prvn! ~asti .---ll

Bud f E

Je-li f

'-P
""(a, (j-)

spoji ta

Pro kal'M x E (a ,b) bua

v bode Xo I existuje F'(xo)

.x
F( x) = .J f( t) d t •

a-

8 F'(xo) = £'(xo) •

Dokn:;te

(Vice 0 funkci F viz' dodatku D IV).

Odhadne t.e
F(xo+h) _. F( xo)

h
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IfU Integ1"lil konverguje pro b 6 (0,1) •

21 Dokdte, l!e F(b) =:Jr nejdi'!ve pro
. sin~b

pro b E (0,1) •
sin.Tb

dx,

00 b-l
F(b) = ~ !--- dx =

o l+x

6,7'7.*1 Ukdte, Ie

31 Ukalte, Ie fUnkce F je spojit4 v (0,1) - viz p~. 6,11 •

41 Odtud dvoate jil tvrzen! •

Viz 1;;\1 V.Jamik, Integ1"liln! pollet II, kap. VII, § 5.---J

6,78.1 Spol!Ute n4s1eduj!c! integr4ly •

1

J (I-xl') (l-xq)
al dx ,

o 10gx

s:
bl J' 10flj(1+aeinx) dx ,

o einx

s:
cl j'Y10g(l+asin2x)

o sin2x

It.

J . 2 2
d/ cotg (a tg x) dx

o
,

00

el/ cotg ax.
o

cotg bx dx ,

co 2

£1 J log (1+ ~ )
o· x

b2
• log (1+ "7 ) dx •

:r

g/ J'10g (a2coa2x + b2ain2x) • cos 2nx dx ,
o

00

hi J log (1..2 x'!) • aretg bx

o ~
dx,

00

illo
x

x • arc coot! ji

x'! + q2
dx,
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J f 2 2 2
j/ log (a + b tg x) dx

a

k/ J'{ log (l + P sin2x) dx
o

•
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