5. Mire mnoZin, Fubiniova v&ta, substituini metoda

‘Znovu si uvédomtel, Ze uvaiujeme 'pouze pfipad 2 = cr s Af = (R} _[ £ ,
miZeme proto poufivat nésledujici v&ty: v&ta 50, 51, 52, viéta 58 /Fubiniova/ ,
vita 59 /vita o substituci/.

Zopakujte si je !

Pripomenme jJe&t¥, %e symbolem %7Z,, oznafujeme systém v¥ech méfitelnych

mnoZin v Er s symbolefn 4 T - roquémou Lebesgueovu miru v E,.

Ze zaldtku této kapitoly si uvedme n¥kolik p#ikladi ns Jednorozmérnou miru

vEl.

5,1.| Nalezndte priklad mnoZiny A € #, tak, aby

1/ A byla neomezend v Ey , (4 =0 ,

2/ A byla neomezend v E, , A =1,
3/ A byla neomezeni v E, , 4 #El ) Wqh =+ 0 .

Ve vSech pfipadech - pokud to oviem je mo¥né - volte mnoZinu A jedt&
tak, aby

a/ byla oteviend , b/ byla uzav¥end |,
¢/ nebyla ani oteviend ani uzaviend .

5,2.| Sestrojte pffklad posloupnosti mnoZin E, € 77  tak, aby

E,CEC E3C sressa %, By £ + 00 pro ka%dé n € N a
- .
1/ (‘(r'(,l'_.)'En) = + 00 ,
o0
2/ afUE )<+ .

n=?

5,3.] Sestrojte pfiklad posloupnosti mno¥in E € 77/, tak, aby

Ey D E; D E3D .eeeee ,  (M,E =+00 pro ka%dé n€N &

00
Vg ) =+00

n
L
-

v @{fs) -5,

n
[
.

3 ) E,)

555 27
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5444

o
592

5’6-

5,7-

-]
Je adna posloupnost nezdpornych &fsel a , bud a = nzf a, -

Sestrojte p¥fklad posloupnosti mnofin E_€ m, /pokud to lze/ tak, aby

tafEn=an &

v (u.,(gEn) = 0, 3/ (a,(gEn) < a ,
2/ oq,(ﬁJ’ En') <a , 4/ (u,(’p’En) > a .

Bud A € 3¢ , poton

o0

&A= inf 2 (b, -a)

»=7

oo ‘
xde (a_, b)) jsou libovolné intervaly takové, Ze 15_'J1(an,b,n) O 4

a infimum ge bere pFes viechny moZné takovéto soufty. Ukafte, Ze tvrzeni
zistane v platnosti, budeme-li uvafovat jen disjunktni /anebo di s junk tni
omezend/ intervaly. Viz t6% dodatek D III.4.

“ﬁibuiijte vétu 55 a tvrzeni, %e libovolnou neprédzdnou otevienou mno-
Zinu v E1 lze vyjadirit jako sjednoceni spodetn® mnoha disjunkinich
otevienych intervalﬁt_ﬂ

Uka%te, Ze mnoZina vZech raciondlnfch &isel v E; Je m¥F¥itelnd a md miru
nula.
Tas viz vétu 52 .
b/ Tvrzeni dokaZte primo z definice - viz p¥. 2,31.
e/ Pduﬁijte téZ pfedchoziho cvideni 5,5 :_ﬂ.

VEta 52 ném F{k4, Ze ka%ds spofetns mnoZine v E, Jje nulové.

Naskytéd se otdzka, zde vibec existuje néjakd nespodetnd /zopakujte gi de-
finici spoletné a nespoéeéné mnoZiny !/ mnoZina v El miry nula. Odpovdd
je positivni - uvedme si p¥iklad.

Zavedme ndsledujici oznadeni /kreslete!/:

R, = <0,1> ,
Ry = <0,1> - (3},8)=¢0,5>u (§,1> ,
Roem- [ v (L] =<0 bud bud Do

U<g ,1), LEU R AL BB L B B atd.

mdme-11 Jjif sestrojenou mnoZinu Rh s dostaneme mno%inu Riyq tak, Ze

ze v3ech intervald mnoZiny R, vynechdme prostfedni t¥etiny /bodedte
pFesnou definici pomoci matgmatické indukce !/.
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5,8.

Zie jmé
1/ R,D Byd Ry D evennn

2/ R, pro libovolné n je mnoZina uzaviend .
o0

Oznadme € = pa R, s mnoZina € se nazyvéd obyde jn& Cantorovo_dis~_
‘kontinuum,
Ukaite, Ze

3/ mno¥ina C je uzaviend
H_E je. prinik uzavienych mnoiin_ﬂ ,
4/ “4C =0
Fanozina R_€ 2%, je disjunktnim sjednocenim 2" intervalh

délky 3—;‘“ , tedy

n
AR, = | % ) , nyni se u¥ije véta 17 || ,

5/ 1libovolné &islo & € <0,1> lze psét ve tvaru

o0 ‘g

a = 2

#ev 38 kde 8, = 0,1 nebo 2 /rozvoj &isla &

v "trojkové® goustavd/, tento rozvoj je jednoznadny, poZadu-

Jjeme-11, aby

X g
a > ; -—2 pro ka%dé piirczené k ,
2 8
6/ xe€C &> x-= - kde a_ ¥ 1 pro kaZdé N
- ey 30 7 n P “ neN,

7/ mnofina C je nespodetné
o0

a
M livovoinému x €c , X = ,; 3-—% pPifadme bod
&, 5 -
®(x) = 2_ 2 a ukefte, %e mnoZina {gﬂ(x) i X € C}

n=1 20
Je hespoéetné__j],

8/ MnoZina C je r{dkd , tj. vnitfek mnoZiny C je prdzénd mno-
Zina - anebo ekvivalentn® - doplnék mnoZiny C v (0,1 je
mnoZina hustd v {(0,1).

Viz té% V.Jarnik, Diferencidlni podet II .

Bud G C E; oteviend mnoZina , 4G =0 . Potom G =¢ .
DokaZte !

“ Necht x € G , potom existuje > o0 tak, Ze (x =& ’ x+08)cCa
/odivodnéte!/ .

Tedy (u,GE/u,(x-é‘, x+8) =290 1
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5,90| Bul FC<0,1> uzaviend mno¥ina, (#F =1 . Poton F =<0,1> ,

dokaZite !
I Pouss jte predchozt cvitent a vétu 15 .||

" ‘
5,104 Uka%te, Ze plati /nemusi se ani jednat o mnoZiny v E,/:

a/ M nulovd = W € 7L,
b/ N, C H, M nulovd =¥ Hi nulovd .

L] ' .
5,11, UkaXte, %e plati:

A€EZJX , M nulovd =>» A -ME€ I, oL 12l VS

ﬂ;:dle véty 13 @& cvidenf 5,10 a/ Jest A - M € 772, ddle pouijte
vztahu A = (A - ¥) U(A N W) , v¥tu 15 a cvident 5,100 . |

L *
5,12%| Necht L €L, M nulovd, teL, . Potom fe€X,

ff _/;:.Dokaﬁte 1

I ouﬁi,jte cvi&en:l’. 5,11 , v&tu 24 a vdtu 26 . |

5,13. (Dilexité 11 ).

UkaZte, Ze Fubiniovu vétu lze uvifit v ndsledujlcich specidlnich p¥ipadech:

I/ mno¥ina M C E., Je oteviend nebo uzaviend, funkce f je spojitd
a nezdpornd (resp. nekladnd) na M ’

I1/ mnoZina M C E. . Je oteviend nebo uzaviend a omegzend, funkce f£
je spojitd a omezend na M .

. * )
[ v obou prfpedech lehko tkéZete, %e¢ £ € L M

¢

5,14.] Oznadeni:’

| . *
Bud f funkce dvou proménnych, f € xM . Potom budeme znaZit
.’/;ff = .{/:(x,y) ax dy

a tento integrdl budeme nazyvat dvojnym integrdlem funkce f pies mnoii-
nn M., - :

Nechi M, znamend prim¥t mno¥iny M do osy x , tJi.
ux = { x € El ; existuje y € El tak, Ze' [x,y] €ENM }
Potom podle Fubiniovy vty Je pro sk.vd. x € E, £X¥¢ ZH,, x
. . X ¥ :
a ozna¥fme-1i F(x) = M.{;r ! y Je F € xm a _}[/r = '/F .
Sx

MiZeme tedy psdt, Ze
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VI
M
Z¥e jmé téZ

J/
M
kde My = {y €
Je prﬁmét mno#iny M do osy ¥ .
Posledni integrély budeme nazyvat dvo,jgésobg@ integrdly funkce f pfes
mnozinu M .
V pripadd, Ze M, Jje interval (a,b) a u** interval (¢ (x), w(x) ) -

-

/x’ ,{(M_Atf’f'* (yay)ax .

1)
1]

s S )£ e a

MEY My MY
, existuje x € E, pron& [x,y] €M },

A
2

krajni body mohou pochopiteln® zéviset na x !l = piZme krétce misto
yix)

f( ‘/fx* (y)dy) ax integrdl f /fx*(y) dy) ax

a zpravidla se budeme dopouﬁtét nekorektnosti a misto posledniho integrélu

budeme psdt
wix)

/(ff(x.y)dy)dx.
F

Jsou-1li M_, M Jiné intervaly neZ oteviené (uzavienéd, polooteviené),
ponechme ste jné oznadeni (viz poznédmku 3,1).

Obdobnd poznédmka plati prb ob;‘écené pofadi integrace.
Nakonec Jje#t& p¥ipomenme definici miry mnoZiny:
je-i M C E, , M € %, , Qefinujeme M= f/;;
V4
podle pitede’lé pozndmky a Fubiniovy véty Jje pro

!

(a,p) , M ¥ = (Pln) ,¥(x)) &

Mx =
o= (e, WY wp ,ymy
f‘ /_Wx) + /. /.m)
Al = J ( ?mdy) ax = J ((x) -9(x) ) ax = / (m(y)dx) dx =

c

ﬂ[— Stejnd pozndmka se tykd i vicerozm&rnych integrili, kde pak mluvime o troj-

nych &1 trojnédsobnych integrdlech apod.

5,15.

Bualﬁr-'.{[x,y]eEz; ® + 38 = } Potom M € L,
a cﬁzu = O.ﬁokaite!
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| " Nakresiete si obrdzek mnoZiny M !

5 ,169

5,17.

5,18,

Zfejmd M =M UM, , kde

My ={[x,y]€Ez; y=r1 _::2 ' xG(-ﬁ’+-ﬁ>}’
"2 ={[‘:¥JEEZ§ Y=‘I7‘!2, xE(—'/'I_,d-/?}},

Podle vity 62 - ovifujte ! - je Mlé.m, MZ-E mz B ¥y =
= MM, = 0. Nynf sta¥f pouZit vdtu 12 a 15 &i faktu, Ze sjednoceni
spoetného systému nulovich mno%in- je mnofina nulové.

Viz té% pF. 5,103 . I

Bul p CE, libovolns pffuka, potom p € 3%, & AP =0 .
DokaZte!

ﬁeehi napf. pf{mka p neni rovnobi%néd s osou y - v opalném p¥ipad’

pouze prohodime osy - potom existuje linedrni funkce £ , f(x) =ax + b,
v El 'tak' 23 N

PE_{[x,y]GEa;"y=ax+b, erl}'

Tedy op¥t podle vty 62 dostévéme, e p Je nulovd mnoZina v E, _u

Bud 'p C B, libovolné pffmka, X C p libovolnd podmnofina p . Potom X
Je m‘llovérmnoiina v E, . DokaZte !

“_Pi‘i dikazu pouZi jte cviZeni 5,00 ) a 5,16 .J

Specidln&, je-1li napf. X C E, lebesgueovsky nem&fitelnd mnoZina v E ,
je mnozina {[x,y].e E,; x€X; y =0 } vidy m&fitelnd _(a nulova)
v E; . , ,

2

Dokafte toto specidlni zn3ni Fubinlovy véty:

vd NCE, , M€ X,
E, prvnich 'r soufadnie, tj. M = {x €E,; existuje y € E, tak,
te [x,y]e M }.

Potom pro sk.vd. x € E, Je u**e W, = ozna¥ime-1i

bud ‘M’ prim#t mno¥iny M do prostoru

b 4
Fx) = A %%), je F e <,

a
f“msn = ;,[F *
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Nakreslete si pfislusny obrézek !

&

M

o o - e e e s s e e

SN e m e e —————

| =
X M
Qbrdzek .5
" Ve vEté 58 stadi poloZit f. = ey ._H
5,19. Bud X = {[x,y] € E, ; xz + y2 = 6}. UkaZte, Ze

Kémz a(uzK=63fl

" 1/ MnoZina K je uzaviend v E, (dokaZte!), tedy K € ?ﬂz podle vé&ty 50.
2/ Oznadme K, prim&t mnoZiny K do osy x , tJ.

Kx={x € E, ; existuje y € E; pro n¥ [x,yJGK} .

zrejus K, = <~ /6, + /6 > - aokaZme toto tvrzeni porédns
a podrobn&. Abychom tedy ukdzali, Ze
kK = <-/6,+ /6 >, Je nutné a staff dokdzat, Ze jednak
K. C<-/6,+ /6 > a jednak K2<- /5 ,+ V6.
a/Bud x € K, => existuje ¥ € E, , pro n&% Ex,y]G K, tj. pro
n& x*+ y* £ 6. Potom ovlem xS 6 -y 56 = |(x|= /6,
cor jest x €{- )6, + /6 ). Tim jeme ukdzali, Ze K Cc<-/6,
+ /6.
b/ Bul x€<- /6 ,+ J6)=> urlité existuje Y, € B, - napr.
Vo=0- pronst x* + 3y =6, tedy [xy]€ex x €xK_.
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Tin jsme ukézali, %e ¢ - /5 , +/6_.>CK1 .
3/ Z¥ejmé dhle
K¥* =0 pro x€(-~00, -/6)u( /6, +m0) ,
k*¥=(-fo-x* , +/6-F > pro xe<-/6,+/6 >=K_,
(zde chépeme {a, a) = {a} ) - op&t podrobné vysvitlete!
Tedy (u’l{x’*‘='2 .I’S-xz (podle vity 51) a
a,k =f2/s-2 ax=67.
3

V praxi obyfejn¥ postupujeme rychleji (mugime oviem um¥t v3echny
Jednotlivé kroky oddvodnit!):

MnoZ¥ina X Jje uzaviend, tedy m&iitelns; K, =(- /6_, + '/6-,),
pro xe(-/rS-, +/6_> Jest Kx'*=<- /6 - £ 3 +/6 - x2>,

o S
(azx=_/(/ 1ax) dx = 6 T,
-VE -fe-x*

Jako cviZeni zkuste zmZnit pofadf integrace !_u

5,20. Bud H={[_'x,y]eEz; xz+y2(6}. Potonm lﬁemz a AII=67’.

DokaZite !

T u o otevrend mnoZina v E, , tedy M € 772, . Ozmna¥ime-1i
H(M) = {[x,y]e E, ; Py’ = 6 } ’

Je HMYE€ P7L, a .« H(M) =0 (viz obdobny p¥. 5,15).
Potom (MU R (M) ) %, ¥ , podle pFedchoziho cviZeni je

(MU E (N ) 6.
Jako cvifeni spoltéte cLt pfimo!_l

5,21.| Bud K 1livovolny kruh v E, , ti.

K={[x,y]632; (::--m)2+(y-n)2 = rz},
poton K € 7, a K= T2 . Dokaite !

5,22, Bud M={[x,y]632; 0 S x¢y}.Poton M€ P, o MM = 400,
Dpkaite!

: “_anac‘.ime-li (kreslete !)
K={[x,y]€‘32; °<r<:r}s
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5'231

N={Ex,y]GE2 ; x=0,y € (0, +m)},

je N nulovéd mnoZina v E, (viz pf. 5,17}, K oteviend v E, , tedy
K €@, &z vity 13 vyplyvé, %e M =K9N € T, .

Podle vity 15 pak dostdvéme (aﬁll = &’K .

Oznadfme-1i K_ primit mnoiiny X do osy x , Je K = (0,+e)
apro x € (0,+00) Je EX¥ = (x,400 ).

Z¥e jm& (a,,x"f* =+0 pro x €(0,400 ) , tedy K=+ .
V praxt postupujeme rychleji a rovnou pi¥eme

00
("‘,’zn‘l'-'c“:tl‘E ={/1dxdy= f([M)dx=+m ,

anebo téZ - zaminime-1i po¥adi integrace

- 00 [» o]
M = K =ﬂ1dxdy =af({dx) dy = + 00 ,

Zkuste dokdzat Jjes3tE jinak, Ze Ca‘u =+ 00 !

Definice:

Vv mnohgch sbirkéch p¥fkladd i v mnohych ufebnicich se setkdme s ilohami
ndsledujiciho typu:

» mnoZina M je v roviné omezend kifivkeml
x=2, y=x, =1, spoitéte M ! "

Co se rozumi slovy "omezend kifivkami™ ? Toto jest n¥jaky pojem - ktery,
i kdy% je intuitivn¥ ziejmy - by bylo zapot¥ebi definovat. Pokusme se ne j=-
dfive nes nadem pifklad® ilustrovat, co by se mohle timto pojmem rozumét.

Nakresleme si tedy "kfivky" x=2, y=x, xy =1 (viz obrédzek &.6
na ndsledujici strand).
MnoZina {[x,y] €EB; x= 2 } Je p¥imka a A3l1i ndm rovinu E, na dvé

poloroviny, ozname je A, , A, . Rovn&Z tak "mnoZina y =x " d&l{ rovi-
nu na dvé poloroviny, které si oznaime B, , B, . Konednd t¥etl mpnoZina
{[x,yJeEZ ; xy =1 } jest rovnoosd hyperbola a i ta ndm 4&11 rovinu
na dvé = byt ne souvislé - mnoZiny (tzv. vnit¥ek a vndjSek hyperboly) -
oznalme je 01:02 .

Nyn{ utvoi*ime vSechny moZné priniky.

MNBIN G, MNBNG , AN BN Gy, eee y 4,0 BN G,

Nékteré z t&chto prinikd Jsou prdzdné mnoZiny, nikterd neomezend mnoZiny
a pouze Jedna mnofina - jeden prinik - je omezend & neprdzdnd mnoZina.

A této mnoZin¥ budeme zpravidla Fikat, Ze Je "omoséné" danymi kiivkemi®.
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r=2

XY= 1

Obrdzek &. 6

Pokuame se nyni vyslovit obecnou definici:

M&jme déno p funkel dvou promdnnych ¥, % ,..., égp

Nechi ka%dé funkee ¢; (i = 1,2,...,p) Jje definovéna na mnoZin¥
M, x N, , oznalme

Kiz{[x’yJEEZ'-’ xcM , yeN 5 glny =0},

1 =1,2,000450 (Ki Jsou tedy na¥e “kifivky"). Oznad&me ddle

A

Ki={[x,y]€-E2; xeEM, yEN ; x> o}, 1=1,2,...,p,

hd . )
K, ={[x,y]exz ;o xeMy ,yeEN 5 @xy) & Of, 1=1,2,...,.

Utvofme v3echny moZné priniky: _
A A A ~ A v v e v
K].n %n ...n Kp ’ Iﬁn %n se N n% , ...’I{ln%n LR ) n %
(precizujte!).

Potom pod pojmem "mnoZina omezend kiivkami K sKyeuoen Kﬁ »

rozumime libovolny z t&chto priniki, ktery Je
a/ neprdzdny,

b/ omezeny v E, .
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Je nutno si uvédo’mit, Ze. .
1/ takové "mnoZina® vibec nemusi existovet (uvedte prfklad!) ,
2/ tichto "mnoZin® mdZe byt i vice (uvedte pF{klad!).

Obdobhé definice se d4 uvést i pro prostory vys3{ dimense, bude-1i ase
jednat o mnofiny v E, , budeme zpravidle f1ikat "mnoiina orezend plochami”.

5424,

8
Nech¥ M ¢ E, Je omezenlé‘ld'-ivkami y= —% l

4+x
a y = 7. Potom MEL, a c“::“=2(7r"§)‘ J

[ 1/ Naxvesiete sl p¥i{slusny obrézek, tj. mnoZiny

Kl = {[x,y]é Eé'

K, =_{[x,y]e_32; 4y = xz}.
2/ Oznatme déle |
{\K-_L ={Ex’y]€‘E2 ) y<4f }s

\151 =l{[x.:3] €E ;¥ > ;%;2’ }s
k\2 ={[x,y] € EZ 4y < x2 },
E‘z ={[x,y] €B, ; 4y> X2 }.l

~
UkdZeme, Ze mnoZina K, N fg Je neomezend v E, ..
Zvolme posloupnost bodd A, = [n,o], potom

A €R (protm), & €&

n , (pro 1, né Kz‘ (pro&?) , |
~ Fa) ~ Fal

tedy An € Klﬁ K2 a odtud vyplyvd, Ze mroZina Kln K2 nemdZe byt omeze=

nd (odivodndte 1!).

3/ Obdobn¥ uksifte, %e mnoZiny ﬁn f(’z , an é nejsou omezend

v E, !
2 o

Fal
4/ Uvatujme mo¥inu K nK, , oznatme i M , tedy

M = {tx,y] € By ; r<:j';z}h {[1,3] €E, ; 4y> zz}= {[x.r]éﬁz ;

8

A lveuCIE xz}={[x,y] € E;

2
x 8
4<:r< }.

4+x°
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Zvolime-1i x € B, tak, aby v

Co bude prim&tem M mnoZiny M do osy X7 - podle definice

Ikx = { x € E; ; existuje y € E, takové, Ze [x,y] € M_}.

v

> neexistuje ziejmé& %4dné
4+x

y €E 2’calcmné, %e [x,y] € M . Naopak, bude-li pro né,jaké x € E, pla-
tit & < .__55 , bude z¥ejm& x € Mz' (pro&?),

4 44X
tedy x?
8
xX g M & - .
¥ 4 4ex®

ReSenim posledni nerovnosti dostévdme

X € M & x € (-2,42) ,

tjn Mx = (-2 ’2).'

Nyni pr;o ka%dd x € M, Jest

X, %

; —5)

= 8
4

={y€El; [x,yjeu}= (

S/ Mno%ina M je omezend v E, , toto Je ihned vid¥t z mno%in M,
X, %
a M7? ’ nebol

[x,y]e M = |x|<2, osz‘i<y<—-ﬁ— £ 2

tedy M C (-2,42) x <0,2) .
6/ MnoZina M je mifitelns v E, , nebo% je pronik muofin ¥, , K, ,
které jsou obé oteviené v E, (dokaite!).

7/ MdZeme poufit Fubiniovu v&tu, dostdvéme
4
2 7+ x3
(uu=f/\dxdy=/'(_/; dy)dx=2(?7‘-§)."
2 M T2 % .
V dal¥ich p¥ikladech budeme zpravidla postupovat rychleji, Jje viak

zapotfebi um¥t jednotlivé kroky - tak jeko jsme to provedli v tomto
pifikladé - podrobnZ oddvodnit.

5,25.

MnoZina M je omezend nésledujfcimi k¥ivkami :

X=2; ¥y=2Xx; xxy=L x=o0

Potom M € 7%, a uM =§ -log 2 . DokaZte !

ﬂ_-]j Nakreslete si pfisluiny obrdzek !
2/ UkaZte, Ze

M= {[x,yjéE ; ,l:<y<x ;3 x € (1,2) },
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: 2 X z
tedy‘a,!lﬂ=_1/' ( / ay dx=[(x-§) dx = § -log 2 .
x
3/ Zkusme integrovat v obrédceném poFadi.
Bud M, prim&t mnoZiny M do osy ¥y ,

atejus M, = (F,2). '
Pmye(%‘ Jen*'y=(-’;,2).

pro y €<1,2) je ™Y = (y,2) .,

pro ostatnf y Je M 'Y = @ .

PouZi jeme-1i nyni Fubiniovu vé&tu, dostdvéme
. )

(a.zlt[ = 4 F(y) dy []
=2 -1 1
kde F(y) =2 3 pro ye(z,l)
Hy) =2 -y pro y€ € 1,2 ) .

Konedné& tedy

7 2
= fpe-ras [l2-y)ar=d-02.
4/ Op¥t miZ¥eme postupovat rychleji, ozna&fme-li si
={[xwy]€B; I<y<1, xe},
={[xv] €5,

={[xy] €&,

Jest mnoZina M, nulové, mnoZiny M, N, otevitend,

y =1, xe(1,2},

1<y<x, xea2},

M = MUMUMy . Tedy Me 2, a

7 a2 2 L2 _
M = Myt cazll2=‘/?4‘(édx)dy+/(‘y/'d'x)dy= %-logz_;u

5426,

={[x,yJGEz; 1€x2 5 ; y=s 3, Iyél}
Spodtéte (alul

ﬂ_l—/uem (pro&?)
2/ M ffdxd.v /fdy)u /(3—-)dx =12 - 10g 5,
3/ M fdxay /(fdx)d.y-*/(/d:)&v 12 - log 5 §

Velmi mnoho mnoZin, s kterymi se setkéme byvd soum&rnych podle jedné &1
obou os. PFi vypoltu mér takovich mnoZin &1 integréld pfes mmo¥iny tohoto
typu mife byt pak uXitefné se omezit Jen na Z4at téchto mnoZin, nap¥. jen
na dst leffci v prvnim kvadrantu apod, Teoretickym zdkladem je ndsleduji-
cf vita,

"

I
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0
5,27+

a/ Bud MC E, , M€ 7L, , nech¥ mnoZina' K je “soum&rné" podle osy y,

3.
[xs7] € M & [x5] € ¥.
Oznaéme

¥ o={[xw]eB: [xylew , x>0},
Poton M €%, a M = 2 4k . Dokaite!
[ 0znatfme-11

K ={[x,x]e'Ez; x>0 }.:

Je XEm, a U = MNK, tedy 'i(?'e-:mz (oddvodnite!)
Podle v&ty 59 lehko zjiastite, Ze

. (‘Lz'i’ = (a’(n - ’ﬁ) F]
tedy M = ¥+ 4m-M =2 4¥ .|
, b/ DokaZte obdobnou v&tu pro mnoiiny soum¥rné podle osy x .

¢/ Bud M C E, mdfitelnd mnoZina soumdmé podle obou os x 1 y .
' Oznadme ‘

R4
M={[xyleu; x>0, y>o0}
£
Potonm M€, a aM=4 4¥. Doxaste !
d/ Vyslovte obdobné vity pro prostory vy531 dimense !

5,28.

Bud M = {[x,y]-c— E,; 1 % ey <4 } (kreslete!) ,

M, ={[x,y]€B s 1§ L+5%22 4],
M, ={[x,y]eB, 5 1 < L 4y? <4}

Uka¥te, Ze ka3dé tato mnoZins je m&ritelnd a

k= g = My = 3T

“_:_L‘—/ Ukafte, Ze kterékoliv avé z téchto mnoZin se 1i3f o nulovou mnoZinu
a Ze mnoZina Ml je uzaviend.

2/ Oznalme M, primit mnoZfiny M do osy x , z¥ejmd K, = (-2,+2)
(dokaZte podrobnid!).
Ddle plati implikace:

x €( -0, 2>U(2,+0 ) = ¥'F =g
x €0 =2,-1>0U <1,2) = W¥ = (-/a-2; +/4-5,

x €(-1,+1) = 0¥ = (/42 ; /1-Dyuil1a®; /s - .
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Tedy pro
x€( -2, 1) UL,2) Jo (mu¥* =2 //::7
x €0-1, +1) g aM* = 2(/4-2 ) .
0dtud podle Fubiniovy vity dostévéme |
_7 2 4
_[a /’4-:2ax+/2 ‘4-x2dx+J2(/4-x2'—f-x2)ax=
3.
3/ Pou%i jeme=1i p¥edchozfho cvileni 5,27 a poatupu:]ome-li rychleji, dostd-

véine .
’I*X"' ' g ’-J'
zu=4f(f aydax + 4 . (_/ ay)dx = 37 .

4/ Pou¥i jte té% vztahu

(aill

: 2 2
M={[x,y]EE ; vy <4} -_{[x.y]-e?-z: X+ ¥ ¢ 1}
cvifeni 5,21 a vitu 15 _._H

5,29,

Bud M={[x,y]EEz ; ¥y« x+2} . Ukaite, Ze

M'G?)?!=L a (wzu = -g—- « (Nakreslete ai obrdzek! ).

|5,30.

"_1/ UkaZte, Ze mnoZina M Jje oteviend v E, .

2/ Je-11 xx+2, je M* = (22, x+2), pro ostatnf x ge M“* =g .
Nerovnost x2< x+2 Je splndna, prdvé kdyf x €(-1,+2), tedy

2
. 9
C“i“ j(x+2-xz)dz--2—-.

3/ Integrujeme-1i v "obrdceném® pofadi - prove&te podrobné - jest

Y v
(azm=¢_/‘(_',37 u)w+fJ ax)dy--g—-_._”

-2

MnoZina M bude v dal¥im vZdy omezena kiivkami (viz 5,23).
UkaZte, Ze M € 7/, a spoltite  «M !
a/ M omezend k¥ivkami:
2x-y=0,2x-y-7=0, X=-4y+T=0, x~4y +14 =0 ,
potom (aill = 7, '

b/ M omezend:

2..2 2
x=w—; x=£1.;(0<b<a),
2b 2a

(a,zll = %(a-b) . }"ab,
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e/

e/

£/

:I../

3/

X/

1/

n/

n/
o/
p/

q/

r/

M

M

M = {[x,y] € E,

M= {[x,y] €8 ; 0 <

onmesend: y=-2; y=x+2; y=2; yzax (‘«iug_g.o_)’

2
:yti(ﬂ)z, 12+y =a ; ad0 ((aill=—a1§(3!-4)).

Rr+y?ae; x+y=a; x20, yagm

2
C %fa2-§(1+ /3,

:ys’4-xz; 3x-2y-6=0 (Ca’ll=.ligl),‘

(13

x;y=n2; xauay,y=2a, x =0, a>0
| ' _23 .2, .2
(M =353 a +a”log2) ,

L+y’=ea®; y=2, a>0, n>1
. . iy L 5 .
(M =3 (grcad.n n—- "~ z/n -1,

1} ¥+§=1, a>0, b>O0

((alll=%ab(3r-2) ’

AL
O, %o

2

X - R = . 2 . = 4

i-g"' = 1; y=x; x280; y&0 ((tczll Garcsins),

Je omezend 12-+y2=5; ¥y =0 ; teinou ke kruZnici

2, .2 - 5 2

xX*+3°=5 vbodd [1,2] ( M =5~ 2 aresin =)
Uy 2 i

=33 x+y=4 (@,¥=4-1log27) ,

a % -% '
y=z(e-¢ + e Y, x=0, y=0, x=2a,

['x,y]eEz;x>2,0<y< } ((a‘ll=l'),
. 2

"
b4
N
<
”~
g
P
=+
p—
”
A
=
]
+
3
—
-

«
~
-
—
2
B
"
Y

M={[x33:|632371)1; O(y(—l—}(caiusq.m)’

M={[xwleBg; 0<x <9, 0<y< A} au=5).

V dal3fim se budeme zabyvat vypodty Jednoduchych dvojnyeh integrild
pfes danou mnofinu M . Metody vypodtu jsou v podstatd astejné jako v pie-
de8lych cvi&enich - oby¥ejn& hleddme primit mno¥iny M 4o nékteré z os,
p¥islulné Fezy mnoZfiny M a aplikujeme Fubiniovu vEtu. NeZ viak tuto
vétu pou#ijeme, musime vidy zjistit, zda dany &vojny integrédl wvibec exisip-

JEs

TEHn e
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5,31.( Bul M C E, n3fitelnd mo¥ina soundrné podle osy y ,

bud f funkce dvou promdnnych na M "sudé" v prominné x , tj.
£ -%x,y) =¢f(x,y) kdykoliv [x,y]€ M .

*
Necht dd1le £ € X,
Oznalme M = { [x,yJe u; x>0 }.
P L
otom f € 57 a

4f=24f. DokaZte !

I viz obdobné cviZeni 5,27 .|
Vyslovte v&ty analogické k v&tdm ve cvidenfi 5,27 b) - 4) .

5,32. Bud M = {[x,y] € E,; x| + |5l £ 1} (nakreslete!).

Potom _/Xf‘(x2 + y2) dx dy = % « Dokaite !

Il/ M€ 7%, (moZina M Je uzaviend v E,) .
2/ Funkece f£(x,y) = % + yz je spojitd a nezdpornd v M ,

® .
tedy £ € £, (viz véty 48 a 33) .
Lze tedy ufit Fubiniovu v&tu (viz téZ 5,13), pouZi jeme-1i p¥edchoziho
cviZenf 5,31 dostaneme (provedte podrobn# ! , naleznite Mx a u¥

/‘;(XZ'*.VZ) dxd_.v=4-[1(,[1-x(x2+y2) dy) dx =

win
L 3

7
= 4 _/ (xz(l-x) +% (1-:)3 Ydax =

3/ Zkuste téZ integrovat v obrdceném poXadf ._“

5'33- Ukaite, ¥e ./_A‘/"e_(r'-y) ax @. = % , xde

M = {[x.x]EEg; 0% xSy}

ﬂnoﬁina M je uzaviend, integrovand funkce spojitd.a kladnd na M , tedy

oo

00 oo
{/e‘(“y’dxdy=0/([e"m) dy) dx = .[e"’-"ax = % |

5534, Spoltéte /Zw dx dy , kde M C E, Je mnoZina omezend osami x a y
a "kiivkou" {[x,y] € E, ; I'x + J/y =1 } ) |
(viz definice 5,23). |

[ vkazte, 2o m = {[x,y]&Ez;- 0{y<1 + x=-2 }/x

x € (0,1)} tedy (provédsjte podrobnd !)
553 I8
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(r-17)*

L4
{/xwdxdyn/f(,f wap ax = 3 [xa-/Dtax =gy .|

[

5,35. (Viz téZ cvideni 5,47).

UkaZte, Ze _//@_—%- 27 , je=li M ‘.-. {[x,yJ € B, ;

x+y él}

” Funkce f , f{x,y) = —i neni definovédna vdude v M , protoZe
V1-2-y2
2 2

vBak mnoZfina N = {[x,y] €E ; x +y =1 } .je. nulovéd (viz cvideni
5,15), Jje funkce f definovédna skoro véude v M « Oznaéime-1% M=u- N,
je mnoZina u oteviend v Ez s I spojitd a kKladnd v .'ﬁ a

[+

bedy s poufitim 5,31 dostdvéme

/ y-—-—-—-—--—- Ld - ———

4/ [arcsin /]_Txi]y o Y dx =
4f-§dx=27r .

n

5,36. (Viz té% cvigeni 5,49).

Spodtiéte [/% ' kde M--'.{ [:x,y]é Ey x2 fyaﬁ x}

Nakreslete si mnozinu M , je to vlastn® "kruh® o stiedu [-21' s 0]

a poloméru %’ . Op&t funkece f£f(x,y) = }/_El—_é— neni viude v M

definovdna ([0,0] € M). Ozna¥ime=1i v3ak {[x,y]e Ey
+y <x}, o ¥ oteviend v E, , funkce £ spojitd a Kladné
v T a ff = /: f (v3e podrobn¥ provedte!) , tedy

M M

-
/—@fgy—é:a/’(/m =) ap =2
A ° ’ /Pey?

5,37. UkaZte, Ze .[{xzy'z ax dy =f~: , Je-1i mnofina M C E,

omezena kitivkami x=2 , y=x, xy=1! (Xreslete!).

-
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5,38.

X

H— ‘ﬁ// x2 y—2 dx dy
-,/ﬁ[ xzy"z ax dy

_’/.:(4x2y-2dy) dx

b 4
Vv
F I

2
4

, anebo té#

2 2
Ly ax) dy +'/ (yfxzy‘a ax ) dy = U.

Dokazujte ndsledujic{ tvrzeni:
dxdy 25 ' .
a/ .[/ 2 1085’: pro M =d{3,4> x {1,2>
M (x+y)
(tin rozumfme M ={[x,y] € E, i X € (3,4> , ye<1,2>} ),
R .
b/ J/E5 axday=% pro M = <0, x (01>,
M 1ty
¥ gx _ 2+ f2 _
c/ _/f dx 3 = log /2 pro M = (0,17 x <0,1> ,
M (L ey 1+/3
a/ 432 Rz-xzdxdy= %%35 pro M={[x,ﬂEE2; x2+y25R2;
~ R>0},
e/ f/(xz*-y) dx dy=ﬁg' , kde M je omezend kitivkami
M
y = IZ’ y?_ = Xy
r/ //cos (x+y) Ax dy = = 2 4 kde M je omezend kirivkami
M
x =0, y=2x,y5y =7,
-74 _[/(2x+y) dxdy=g'2?' , kde M je omezend kFivkami
M
x=0! yzoll X+yg3 ]
w ) 4x2-y2axay=%(-12§— <L) , ke M jo omezend kFivkemi
M
y= 0, x=1, y=x,
i/ _{,]I:qrdxdy=-%z pro M={[x,y]€ﬁE2-; Sy=x, 052 x= 1},
hY4 ff(xa "'yz) dxdy=% pro M omezenou kitivkami
M )
¥y=0, y=1=x, ¥y = l+x ,

k//f(x3+y3)dxdy=152
M

1/ff(x2+y) dxdy=%
»

pro M omezenou ki*fivkami
y=%, y=x, x=4,
pro ¥ omezenou kifivkami

x=0 y= 4-(x-1)%(xZ0).

’ Y’%Ii
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5,39. Bud M = {[x,y.zJeE3; x20, y20, 0£z S 1-xy } .

]
Ukaite, J¢ ¥ € %, & C":‘”% !

[ Nekreslete si mnofinu M - je to &tyfstin s vrcholy [0,0,0] ,
[1,00] , [0,1,0] , [0,0,1] , podle stredoskolské lAtky Jje
"objem M" roven % z.v, kde z Jje plocha zékladny a v délks
vysky. V naSen pfipad¥ je z=% y vE=1, tedy volM=% .

A/ M Je mnoXina uzaviend v E, (ukaZte!), tedy M € 777, .

B/ UkéZeme, Ze M = % » Zde mdZeme postupovat podle Fubiniovy vty
v podstat® dv&ma zplsoby, ukédZeme oba dva.
(@ ozname M,y Primdt muofiny M do ‘“roviny m" , tj. M, . =

= {[x,y]¢ E, ; existuje z ¢ By , pro n¥% [x,y,z] € ¥ }.
DokéZeme, Ze
Mx,y= {[x,y]é E,; x2 0, O'éySI-x}
(tj. M__ je trojihelnik s vrcholy [0,0,0] , [1,0,0], [o0,1,0]),

Xy
ddkaz tohoto tvrzeni provedme podrobnd:

a/ zvolme [x,y]¢ M,y = existule z € By tak, Je [xs7,2] € W, tJ.
platf x20, y20, 0€£z4 l-xy.
0Odtud plyne, ¥e pro nd¥ bod. [x,y] € Mx,y platf x20, y &0,
0% 1-x-y , tedy [x,¥]e€ {[x,y] €E ; x20, 02y 1-x } .
Tim jome ukézall, %e M, . C{[x¥] € E,; x 20, 0« y<& 1-x}.
b/ Zvolme bod [x,y]€ {[xy] € E,; x20, 0% y<1-x}, tj. zvoll-
me takovy bod. [x,5] , %2e je spln¥no x = 0, 0= y = 1-x.

Potom uréitd existuje z,€ E; - napfiklad sz, =0 = pro nd% plati

x20, y 0, 0=z =l-x-y,

tj. existuje takové z € E, , Ze [x,y, 2,] € M . Odtud plyne, Ze
[xsy] € Mx,y .
Tim jsme dokdzall obrdcenou inklusi a jsme hotovi.

Nyni pro libovolné [x,y]¢€ Mx',y Je

WX ¥ 2 {zen; [xyale up={zez; 0z 1xy}=

(0,1—x—y) ’

Fubiniova v&ta konednd ddvé

= 1- x~ y (@élka intervalu !) .

;= o .y, * =
(a:;h = {/.‘/dx@ dz -”{{I&M dx dy —{{;(l-x—y)dxdy. ;
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Poslednf integrdl spoiitdme Jif zndmym zplsobem (op&tnym pouZitim

Fubiniovy v&ty, tentokrdte viak jiZ pro dvojrozmirny integrdl funkce
1-x~y pies mnoZinu Mx,y-)'

Dostévéme

-X

”g(l-x-y)dxdq= .’/.(.a/ ‘(i-x-y) dy).dy=%‘.

V praxi po¥itdme ryehleji a piimo piﬁemé

. 4 fo X r-x-y
M =.4../].d:dydz =[(.[ )[ ‘dz) ay) d4x ,

kde si pochopitelnZ pfedem spolfitdme "p¥isludné® meze. Zkuste miru
mnoZiny M spolitat ve vSech jinych poFadich integrace ! (nap¥. nej-
df{ve integrovat podle x , pak podle z a nakonec podle y ).

OznaZme tentokrdt l{z primét mnofiny kK do "osy 2z" , tj.
N, = {z € E, ; existuje [x,y]€ B, pronsi [x,y,2]€ ¥ } .
Opét podrobn& ukéieme, fe M, ={0,1> - k tomu Je nutné a sta’i ukdzat,
Ze jednak M, C(0,1) a Jednak <0,1)C M, .
a/ Bud tedy 2z € M_ , tj. existuje dvojice [x,y] takové, Ze
[x,y,z] € ¥, tj. takovd dvojice [x,y], pro nif platf x 2 O N
yz0, 0=sz=]1-x~-y.
Odtud je lehko vidét, Ze O.é z=1, tedy z€<0,1) .
b/ Bud naopak z € (0,1 ), méme ukézat, e existuje bod [x,y] s pPro
n&j2 [x,y,z] € ¥ .

1-z -
PoloZme napf. x, = = y°=lj-ﬂ (kreslete !)

potom xogo,yogo, Oéz-_‘]_-xo-yo
bod [x,, ¥, 2]€E M , tedy z € M_ .

Fubiniova véta ndm nyni ddvé4

(ukaZte!), tj.

. .
(usl=._’/’; (”t,zdxdr)dz = -[(“zl*’z daz ,

kde MN** = {[x,y] €E, ; [ x,5,2] € K } .

2z
Staéfi tedy spoiitat (a‘ll*' pro T € Ilz = tuto dlohu viak
jiZ umime v roviné Pedit. ‘
Je lehko vidit, Ze (op&t podrobnd ukafte!)

*,Z :
M ={[x,y]eEz; xzo,y?.'o,x-ryél-z},

CoZ neznamend nic jiného, ne¥ Ze il Jepro s€{0,1)>

romostrenny a pravoihly trojihelnfk s délkou odviany 1-z , tedy

(a‘ll*'z = % (1 -~ 5)2 .
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(Zde se ném podstilo pr¥imo spoiftat miru mnoZiny M™°  z jejich
geometrickych vlastnoati - jako cviteni zkuste spo&ftat M *z
pomoci Fubiniovy vity tek, jako jame to ud&lali v minuljych cviZenich).

Konetns tedy ,uM = ‘0/1% (-2 a5 =1
Opét zkuste volit jiné poradf integrace ! |

Timto pfiklasdem jame se Umyslnég zabyvall velml podrobné&, znovu si jej
peé&livé projdite a hlavn si uvidomte rozdil mezi obéma metodami I

a II .V dal3ich p¥fkladech, jejich¥ ndvody jiZ nebudou tak detailn{,

se sna¥te opét vie sami podrobnd oddvodnit!

5,40, Spoltéte objem t&lesa T C E3 s omezeného plochami

(Viz definice 5,23) .

=1, 2 = x +y2-

2 2

[ 1/ osnane
4, = {[xy2) €Ey; 2z >1},
w = {[xy2] €835 =2 <1},
Ny o= {[xy2] €By5 25 + F I,

=
n

2 = {[xwsleny; £ + £

Pro nédzornost si plochy z =1 (rovinas) a 52 = xz + yz (kuie—
lovd plocha) nakreslete !

UkdZeme, Ze mnoZina l!ln Nl Jje neomezend - zvolme tedy poaloup—
nost bodd A = [0,0,n] , n=2,3,4 ...

2¥ejmé A € M, Ny (pro¥?) pro kaZdé n , odtud plyne tvrzeni
{odldvodnéte!).

Obdobné& ukaite, Ze mnoZiny Mln Ny, » KN N2 Jaou neomezené.
MnoZina M, N N, Je omezens

2
tedy T = M NN .
2 1

2/ Z ninulého vyplyvéd, Ze

T = {[x,y,2] € By; F2+3cs < },

odtud lehko ukédZete, Ze T Jje oteviend mnofins v Ey , tedy
T E K, . '

([‘x,y,z] € ¥ nN1=;]x|§ 1, (yi=1, || = 1),
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- 3/ Lebko zjistite, Ze T " je kuZel s vrcholem v bod¥ [0,0,0] a z& .
kladnou v rovind 3 =1 , polomdr zdkladny je 1 , podle znémych
vzorel je "objem T TrTOVeN %Jr .

4/ Spo¥itdme T podle obou metod (viz piedchozi cvideni):
@ omazfme-11 T, . primét T do roviny X,¥

Jost
= {[xw]€ & ; xg"'yz"’_-}-

a pro [x,y] € T,y Jost

% = e B ; 2+ <s <1} =‘([’?+Y§.1)

T =fffaxayaz-ff f,,, az) ax ay =
f,[u—l’ ¥) axday = 4 f(f - /< . ay)ex =

=.].:_ﬂ'.
3

tedy

OpZt miiZeme krdtce psét

e
T =4.ff(ffz_/: dz) dy) &
anebo t4Z oy
f x >
4T =4.J([(0f ax) dy) de
apodobnél.

@ OmaZf{me-1i T, prdmét T a0 osy z , jest Ty = (0,1)
apro s € {0,1)“ Jest

= {[xyle B ; #+FsA4Y},
tedy u,2"7 = 1'4® (viz pF. 5,21),

odtud podle Fubiniovy vity dostivdme

g 2 r
&T=-4(*,zm”"/7’°"‘j"
Op&t gkuste volit jiné postupy integrace . [

Z uvedenych pfikladi je viddt, Ze snadnost vipoltu velmi zdvisi na
tom, jaké potadf integrace a jakou metodu svolime. Jest uréitd véc
cviku a Bikovnosti, abychom v¥sledek obdrZiell co nejjednodussi
cestou. Uvedme ndsledujici priklad.



5,41.

Bua R)O,omﬁm H‘{[I,?,SJGEZ;

lPoton ‘é‘f/. zzd:ndydz =

xz+yz+32$ Ra’

X rylegl S ZRz}.

.5 5
260 7 B’ . Dokaite !

2/(@ pud K.y

I] 1/ Ukaite, fe mnofina M Jje uzaviend v B3 a funkce f,

fx,y,2) = 22 , Je spojitd a nezdpornd na M .,
Lze pouiit Fubiniovu v&tu ( jak vypadd mnofina M 7).

promét mnoZiny. M do roviny x,y, ukaite, Ze

“x,y={[*oy]532; xa"'yzé%na}P

Pro [x'y] £ Ix’y Ih

I e(n- JR-2-F; JE-F-F >

(vSe podrobn¥ zddvodndtel), tedy

{ff 52-.dx dy dz

”J}y

/A

RyYR-x-y

22 az) ax dy

a vidime, Ze jsme se dosteli k velml nepi{jemnym integracim.

@) oOsnatfme-1i M_ primét mnofiny M do osy z , Jest

Ddle pro

z €00, 5> e

R R
BG(E,R) Jje

a Fubiniova véta

rep
J/J  Zfaxayaz
l‘l‘

6°F = {[xy]e By ;

.u*,z = {[x,y] € 32 H

= 7 (2Rz - zz)
= T(R -z9
davd

(-4

* 3
f 22 I (2Rg - 2°) Az
-]

-39 5 !
480 TR;lI
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¥, = {O,R) .

pro

pro

R
' 2
_/R(”g,zzdxﬁ)dz

::2+y2é2Rz-za} ,
22+y2.ﬂ.2-82},
€0,3> ,
€(3,m

®

2 *x*,Z
[: Ca‘n dz =

o

:é-zz.'r(ﬂz-:z) dz =




5,42.| DokaZte ndsledujici tvrzeni:

a/ Télesa T CE3 je omezeno plochami x=0,y=0,z=20, x+2y=1,

z=x° +.3+ 1, potom 4T = %’ ,

b/ Mneiina T C Ey Je omezena y =1, z_-o-,y=x2,z=x2+yz'
‘ = 28
potom T = 105 *

2
e/ T Jje omezeno y=0,z=0,y=§:§, 2"'5'2"'1
' ¢

(a>0, B>0, ¢ > O,

potom <¢3T = %abc s

d/ T Jje omezeno x=0, y=0, z50, 12+y2=R .
z=xy (x> 0,y>0, 2 >0),

potom C‘LJT = %RJ' ’
e/ T Je omezeno }—':2+ 223 =0 = X=y+5 T= T 10
£/ T Jje omezeno az = y2 ,'12+y2=r2, z=0 (ay 0, r>0 ,
4_
nr
= & T =
s 4a
*
g/ T Jje omezeno x2+y2=28.x, y2+52=4ax(a>0), (“_3T=
= a3 (27 + l—g—),

*
h/ T Jje omezeno :17.'2+y2 Rx , x2+y2+zz=R2(R>0, mnoZing T

se ndkdy ¥{ké Vivianiho ockénko), T = %123 (% - % Y

3 (z>0,R>0),

i/ T Jje omezeno z =0 , x2+22-=R2. y=0, ¥

&T=%1‘R2,
/T jeomezeno z =0, x=1, x=3, y=2, y=3,
z=xy = 4T = 10,
2 | a3
k/ T Jje omezeno az = X +y2,z=a(a)0)=?({6‘r= >

2
1/ T Jje omezeno plochou 5!-4' §=1 (a>0, b>0) a ddle
' . a

1/ plochou z = Ax+ <¢Ly+h(h>0)=) 4T = Xabh ,
2/ plochou 2z = 2 + yz =% %I = -e-ab (a® + 1) ,
= ‘ - X . 2.2
3/ plochou z = Xy = (a_'tl' = 5a b,
‘12 2 2,'2 <
- - + ——— -
o = {[xy,2]€ B ; 3 b’}- *5H 51 ame Klaan } = =

]

§.7"abc ’
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n/ T Jje omezeno 2

X

o/ T je omezeno Yy

al + 232

0

p/ T Je omezeno 3x -2y =0 ,

2x + 3y - 26 =0

o/ T je omezeno 6x -

x+ty-5=0,

r/ T je omezeno 2x +

o

s/ T je omezeno

t/ T Jje omezeno z

uw T Je omezeno z

DokaZte ndsledujici

a//:7/z dx dy dz
M

2,2
a2 b2

b/ J-//:/T dx dy dz

M (Lexryrz)d

e
¢/ J// = ax dy dz
.{','

2

-

d/yzZ/p x dx dy dz
M

h 4

e////. (x® + y2 +
~

L= {:i’y,

y 1l7x + 6y

+1, x+y=3=0,

, Y=0, z2=0= &t =45,

y Y =D, a,b,e kladnd = (“JT =
=

8x-y=0, 2y+3y-13=0’
"BEe0, zs0 % T - 10,

9y +52=0, 3x-2y=0, 4x-y=0,

3
=4-x*; y=5, y=0, z=0 = &T-ng,
=a —xz, x+y=a, y=0, 20,
=2x; 4T = -1-& at ,
-_-az-xz, xz+y2=a2, z=0, y=0,
= 0= ar- -}_E'Jra‘* .
tvrzeni:
= ‘%f abc® pro M={[x,y,z] 6‘33;
. é £1, 220},
= 2 (log 2 - 2) , Je-1i mnoZina M omezene plochami
x=0, y=0, 3=0, x+y+z=1,
= 77 B%?, je-li M omezema z2=l—;§-(xz+y2) ’
= h ,
=4, je=li 1§ omezena x=0, y=0, z=0,

=3, xX+z
2%) dx dy dz

z] € E3‘;

=2'

= i-—slrabc (@% + 12 + ¢?) , ge-1

1



8/,/_‘//‘&{251‘33&2 = 516‘ , je-1i M omezena y=x_2, x=y ,
t; .

[ stagt posttat pouze 4// 2 ax dy dz , pek vyulijte symetrie ! ||

f/‘/]/x-dxdydz =-g-z-' y Je=li M omezena x =0 ,

y=0, z=0, 2x+2y+z ~-6=0,

2

5,44, Bud M ={[x,y]6 E, ; x2+y25 6}.Potom MEW, a
(az-ll‘ = 6 -72‘ +« DokaZte l (Vi-z téi pf‘l 5'20). -
HT/ Ozna&me

N= {[x,y]€E ; y=0, x €(-00, 0>},
B ={[x,y] €&, ; 12+y2=6}',

K= M- {(NUH{M ) .

Ukaite, %e mnoZina N U H(M) Jje nulovd, X € W, a M= K.

2/ Bud adle

L={[lr,¢lecE ; re(o, /s, pel-7, 1)
a definujme zobrazeni F mnofiny L ( E; do E, piedpisen

F(r,®)= [x,y]& x = reos @ ,
y= rsin ¢ .
(zavddime tzv. poldrni soutadnice).

Ukaite, Ze

F(L) = K - k tomu je nutné a stadf ukédzat, fe jJednak F(L) € K

a jednak K C F(L) .

&/ F(L) C X : zvolme libovolné [x,y] € F(L) =» existuje [r,@ €L
tek, Ze F(r , o) = [x,y] =2 xz+y2=r2< 6=?[x,y]€ KuN
a ukaite, %e nemdZe byt [x,y] € N,

b/ K C F(L) : zvolme [x,y]€ K a poloZme
r = //x2+y2 ,' ¢ = signy . arc cos
Musime ukdzat, Ze

1/ [ry¢] € L
2/ Fr, )= [xy] .

i}
[ ]
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F je prosté na mno#ind L

vezndte tedy [y ,]€ 1, [r,,)€ L takove, e
Flry , 4 ) = F(rz‘, %, ) = dokafte, %e [r, ,gg] = |:r2 . cg:] .

@ F Jje regulédrni na mno¥ind L (viz definici za v&tou 58):

X tomu musime dokézat; %e

1/ L je oteviend
2/ F mé spojité parcidlnf derivace na L ,

3 Dplr,p) # 0 pro [r,] €L
(vyjde DF(r,qo) = r ). . '

PouXi jeme=1li nyni v&tu 59 o substitucl (ovifte pfedpoklady!) dostdvéme
I L (%K =ﬂu®=#rud¢ ’

pouZi jeme-1i ne posledni integrdl Fubiniovu v&tu, je konelné

Y73 xr
A =_L/frdrd90 =_o/ (_{rdgp)drssyr_._ﬂ

5,45.| (Poldrn{ soufadnice v rovind).

Definujme zobrazeni F g B, do E, pi‘edpiéen:

FMr,p)s= [x,y](=)x = recosy , ¥y = rsing .
DokaZte, Ze
1/ F Je reguldrni v kaZdé oteviené mmoZiné M takové, Ze
M C B, - {[r,gp]e B, ; r=0 ,}
2/ necht P (E, Je takové mnoina, Ze
[r,el€e P = » > 8 , (-7, +T)
(respektive obecn#ji: existuje takové o € Ey , %o
,@PléeP = r >0, e la;a+in) ,

potom zobrezeni F Je prosté v mnoZin® P .

lviz névody ve cvideni 5,44 . ||

5,46, Bud M = {[x,y]e E, ; 1 S x2+y2<4 « Potom IIGWZz a
(uhll = 3 T +« DokaZte! (Viz té2 pf'o 5’28)0

1/ Poloite
k=u- ({[x,7] €B,; x*+ = 1}U{[8o¥] € B i
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y » 0, 3 i{ =~00 ,0)}' )
a ukaite, Ze K < 7%, , k= M.
2/ Zavelte *poldrni éouhdn:l.ce", oznadte
L= {[re] €5 r e, pel-7, 7}
a ukaZte, Ze '

A/ ML) =K ,

B/ F Je reguldrni a prosté v mno¥in¥ L ,

tedy
2 r
‘ (a1K=ﬂu@={/rdrd¢=,/(:{rd;a)md‘rs3;,—rt_‘ﬂ
5,47.  UkaZte, Ee./_//lx-diz—yé =27 , jeeli M = ‘{[x’yJEEZ;

:2+y2§1}.

(viz téZ pF. 5,35). ; j

“___O—znaéme opét

K=M- {[x,y]eEz; xz-l-yz-"-‘l}u{[x,y]EEz; y=0,
x€ {0, +00 ) 1,

bud L = {[r,go]en ; re(o,1), 996(0,2:7')},

bud F zobrazeni z p¥. 5,45 {(poldrni soufadnice).

UkaZte, e

A/ F(L) =K (tj. uka¥te, ¢ F(L) C K a K C F(L)) ,

B/ F je reguldrnf a prosté v L ,
R

c/——-l——ex .

dPi? K

Lze tedy pouZit vitu o substituci a Fubiniovu viétu, dostdvéme

[//T //xa—_yz‘_// /(/ )arsa.r

L

5,48.] Poznénka:

1/ V priklaedech 5,44 - 5,47 Jame se snaZili ukdzat na Jednoduchou aplika-
el vity 59 o substituci. Bylo téZ vidét - ve srovnéni s vitou o substi-

tuci pro Jjednorozmérné integrdly -~ Ze ve vicerozmdrnych p:‘ikladech,
je=11 ddna mnoZina M a zobrazeni F , bude hlawvnim problcaem najit



mno¥inu L tak, aby F(L) =M . V tom bude spolivat také hlavni
obt1Z ndsledujicich p¥ikladd, :

2/ Jako cviZeni se pokuste porovnat vitu 71 (substituce pro Newtonovy
integrdly) a vétu 59 ( substituce pro Lebesgueovy integrély) pro jedno-

5,49. UkaZte, Ze /‘{/—% = 2 pro M = {[x,y] 6_. E2 : x2 +y2£ x}
x+y

(Viz té% pF.5,36).

— ' 2 2 _
Oznatme K = M - {[x,y]GEz; * +yP=x } arejnd K € 7,
Zavedme zobrazen{ F dané poldrnimi soufadnicemi (p¥. 5,45). Z pod-

minky O ('52 + 32 ¢ x dostdvéme podminku O ¢ ? {r.co8 ¥ ,
odkud plyne, %e jednsk O (r ( cos ¢ & jednak cos @ > O .
Oznadfme-11 L= {[r,pp]€E;; O < r < cos 9 , PE(- ;:»fg)}
Je

A/ L) =K,

B/ F reguldrni a prosté v L -,

¢/ —2 ek

il

tedy

WSy axy | ff ey
B~REl~ i

f g
=4(a/qr)ago=2.
)

Ve provedte podrobné!]

{[xyl € By 3 (22 + 992 2 282(2-p?) }

Potom 4 €7, a K = 2a° . Dokaite !

5,50, Bud a > 0, M

[}

Hi;; Kfivka N {[3,3] € B (£ + y2)2 = 28 (xz-ya)}
se nazyvi lemniskata, méme tedy vlastn® spoditat "plochu® mnoZiny,
omezené lemnigkatou. UkaZte, Ze mnoZina N Jje nulovd (vdta 62 &i
cvident 5,103). |
2/ Vzhledem k symetrii (cviZeni 5,27) & k pFedchozimu Je

(azm = 4 (‘LZK 3
kde K = ([x,y} €E, ; (x% + y2)2 < 28% (22 - 32) ’
x>0, ¥y >0 } .
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Definujme zobrazeni F. z 32 do E2 takto:

Flr, ) ,= [x,y]<=i X=rcos ¢ , y=r sin @
(polérni soufadmice). Musime nalézt mnoZinu L C E, tak, aby F(L) = K.
2z podﬁim |

[xy] €K & x >0, y >0, (% + y9)2 ¢ 202 (@ - )
dostdvame

¢ zaarz(coszgp - sinzgo Y, cosw > 0 , s8in >0
Odtud plyne, 2é

0 ¢ r° < 28°cos 2¢ (tedy specidln¥ cos 2 ¥ ) Q) r> o0,

cog ¥ >0 , sin ¢ > 0.
. Oznaéime=-11

{yglez, 3 0<r< fou? cos 29,0600, )}

Je
A/ F(L) =K,
B/ F reguldmi a prosté v L .

Dostédvéme

4CaxK 4_/]6::1? ./]rdrdg’=
.;Za.r."g:

4f(/ ,rdr)d99=4-a/ cos 2¢¢ A P = 2a°
Pokuste se nakreslit 1emn.tskatu._"

(aiM

5:51.

Budl a >0 , M ={[xw]€E ; (x2+y2)3<a2(x4+.v4)},
potom M € 72, 8 M = %]‘ a® . Dokaite !
(Pokuste se nakreslit mnoZinu M).

“ 1/ Mno¥ina M Jje oteviend v E, ,

2/ Oznadme
{[x,y]GEz; x> 0, y}o}.

Zavedme zobrazeni F (poldrni soufadnice) a nechi

L = {[T'?]EEZ; o¢r < a I/coa4go+ain499 ’ cpe(O,%)}‘

Potom:
A/ L) =K

B/ F Je reguldrnf a prosté v L ,
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3

tedy .
M= (aix=4{frdrdgo =3 7é® |

5,52.| Definujme zobrazen{ F mnoZiny L = {[r,gp]GEz ; >0, 906(0,%-)}

do E, predpisem :

F(r,¢) = [x3] € x = r.cos?p , y= ran’e
Bud L1={[:x,y]EE2; x>0, y)O}.
UkaZte, Ze

1/ F(L) =M
2/ F Je prosté v L,
3/ F je reguldrni v ke¥dé otevfené mnoZiné L, C L .

HT/ Z¥ejmé F(L}) C M . Pro r[x,yje M poloZte

xvy, ¢ =arctg JT,
potom [r,@l€éL ~a F(r,e) =.[xy] .

H

r

2/ Dal3fi je anadné,
Zapamatujte si.pouze, ¥e Jacobindv determinant zobrazenf F

D (ryee) = r.osin2¢ . |

5,53.| Definujme zobrazen{ F 2z E, do E, jeko v p¥. 5,52 ,

Flry,e) = [x,5] & x = rcoszga y ¥ S réinzga..

oznatme 1'= {[r,¢]€E, ; re(04m ), ve(Z,ry},

M= {[xy]€E,; x>0, y> 0}.

Potom:

A/ F(LD) =¥
B/ F Je prosté v L’
¢/ F je reguldrni v L.

DokaZte!

5,54. Bud a>0, M ={[x3] €B; (x+pt¢ afy, x>0},
| 2

UkeZte, %e M € 2% a M= 2— |
’ 2 ‘(a'z 210

“ 1/ N je oteviend a ziejm¥ y > O pro libovolny bod [x,y] € M .

2/ Zavedme zobrazeni jako v pi. 5,52, pro r, ¢¢ dostévéme nésledu-
Jici podminky:

2
rc03290>0, rsin2gp>0, r ¢ ar? cos4ga sin" ¢ ,
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z téchto podminek vyplyvéd, Ze (omezime-ll se na ¥ €(0,2 7 ) )
PE,2T ), r acos490 ginzqo .

Kdybychom tedy ozna&ili napf.

L = ,{[1‘:9":1532 ; 5"5(0,%) v (%.JF_) , 0<r<acost¢y

:a:l.n2 % } '

bylo by sice f(L') =M , ale zobrageni F by nebylo prosté v L (viz
pP. 5,52 8 5,53 =~ Tozmyslete! ).
Polofme proto naps

L = {[r,gp]eEz s ¢ €(0, %), , 0<r (acoste sin? ga},
potom ' ‘

A/ F(I) =M,
B/ F Je reguldrni a prosté v L (viz 5,52),

tedy
¥ =ﬂ.{fdxdy ='1./f 2rsin ecoswy Ard gy =
. '{ a cosp simiep 2"F‘9
=2_[ (/ " reing coap dr) 4y =afcoegpsin%od5p=
I
210 °

Co by se gtalo, kdybychom polozii:l.

L= {[r,@] ek, spe(L,T), 0l (acosty ainzgo}lﬂ

5,55, Bud a)O,M={[z,y]€E2; (x+:r)4< axzy,x(o}
Ukazte, 2e M € %, , M = +o0°0 ! (Nakreslete M !).

“ PouZijte zobrazeni F z B, do E, daného piedplisem

Fr,9)= [xy] & x=—rcoa?go ? y=rain2¢ .”

5,56. | Uvedeme dal3i typ p¥ikladl, ktery se velmi Zasgto vyskytuje.

M4me napi. v E, integrovat pfes obor

 u . {(xylem i adaxm<b, ccqiny < a }s
kde ¢, %, Jsou redlné funkce dvou promdangch. -
Zavedeme zobrezeni F s E, do B, takto:
Fluyw) = [x,5] > u = 4 (x3) » w = @x,y)
PoloZme
L= {[u,v]é E; ; ue€(ad) , v €(c, } .

#5535 29
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Je-11 nyni
A/ F(L) =M,
B/ F prosté a regulérni v L ,
tj. romosti u= ¢ (x,y) v= B(x,y) se daji "Fesit" pro
u € (a,b) , v €(cyd) podde x,y rovnicemi x = f,(u,v),
y = fu,v,

/.{-G‘ (x,y) ax dy = ‘/_[/‘ G'(fltu,v) , fz(u,v).) .'[DF_, (u,v)l dudv ,

existuje-11 jeden z napsanych integréli.
Ne jaFfive vi3ak je8té uvedeme nékolik p¥ikladl na zobrazeni =z Ez do B, .

5,57.| Definujme zobrazeni F z E, do E, pledplsem

F (u,v) = [x,y] = X=uv, ¥y = wv.

Ozna&me
S={[u,v]€Ez; u=v},
T = {ley] e85 2545}
Potom

1/ F(Ea - S) = T (h‘eﬂete!) s
2/ F neni prosté v E, - S,
3/ F je regulérni v kaidé oteviené mno¥ing Q C E, - S.
Oznad{me-11 ddle L = {[u,v]é E, 5 u (v }, Je
4/ F(L) = T,
5/ F prosté v L . Dokazte !
“ 1/ 2volme [x,y] € F (E,-S) , potom [x,y] € T.
Nebot pro [x,y] € E; - T neexistuje 34ané [u,v]€E, - S takové,
fe Flu,v) = [x,y]_-
Zvolme naopak [x,y] € T , fesime-1i goustavu rovnic
X = u+v , ¥ = u.w

doatdvéme dv¥ dvojice Fedeni

W= S ey, vy = Lo SR oum
w, = %(x- fx2—4y) y Vo = %(x*'lla-‘l.‘!) ’

Zrejm® Fluy , vq) = Fluy, , vp) = [x9], . [9 » v1]E E,-s,

(W , V2] €E; -5, tedy [x,y]€F(E,~-5).
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2/ Okam#it¥ plyne z p¥edchoziho.
Daldf je ji¥ snadné. 1

5,584 Definujme zobrazeni F 2z E, do E, predpisen
F(u,v) = [x’y]% X = u.v , y = ;—1
Oznatme L, = {[u,v] € E‘a ; v =0 }
Ly, = {[u’V].GEz i w =0 }s
L3={[u,v]€E2; u>o, v}O}.
UkaZte, Ze
1/ F nen{ prosté v E, - L
2/ F je regulérni v kaZdé oteviené mnofin L CE, - L, U L,
3/ F je proaté v L3 .
Jak vypadaji mnoZiny F(Li) pro 1=1,2,3 7
5,59.] Zkoume jte v ndsledujicich pfikladech, kde je zobrazeni F z E, do E,
reguldrmi i prosté. ‘
1/ F(u,v) = [x,5] <
a/x=u+v,y=(u+v)2,
b/ x = u+ vz, ¥y = u2
¢/ x = v y ¥ 7 Yy __
u?-l-v2 ‘12""’2 '
a/ x = uv , y= u(l=v) ,
2 2
= = I
e/ x v ¥ < .
£/ x = %(uﬂ),y- yuew
g/ x = v , y = NeV ;.
1+u’ F1+ul-v?
h/ x = ‘g (utv), y = g(u-v) y 84D EE, .
* @ P
2/ Flr,p) = [x,9]¢> x=arcoa ey , y = br sin ¥
a,b & € By '
(zobecn¥nil polérni souradnice).’
5,60. Bud H={[x,y]EE2; ys 1254;(, 2x£.yzé3x}—

{

kreslets !
Ukaite, e M € 7%, a M = 1.
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5’61.

1/ oznazme x ={{xwle®, ; vy ¢ Pcay; ax<y?< 3x)
Mno%ina M je uzaviend, K oteviend v E, , tedy
K, Me@a X = «M (pro&?)

2/ Postupujte “starym" zpldscbem, dostanete

(/“"W“/’” </”'max+/>"/ mex=1 .

7y Vx
3/ PoloZme
a definujme zobrazeni F z E, do E, predpisem
Fluyw) = [x,y] & v = f—, v=§2¢¢x S T ’
y = Vulv .
Oznaime
L = {[uv]€eB,; uwe@3, vead}.
Potom

A/ L) = K,
B/ F Jje prosté a regulérni v L ,

C/ funkini determinant zobrazeni F *
pF-l {x,» = -3,
tedy D (uy) = -3 .,

(Jaké jeme zde pouZili v&ty? Zkuste té% spoiftat Dgplu,v) piime).
0dtud plyne, Ze

R LA A EHUTIER VAR

UkaZte, %¢ M€ 77/, & spoltéte M v ndsledujicich piikladech (po-
stupujte pifimo anebo pomoci substituce:

a/ u = {[xy]em; 2 <x+y<3, x<y< Xk}
Hﬁg;ejmé
J/z J-X
N"‘f (f dy)dx+ /(/ dy)dx+ (/ dy)dx=5

=X
anebo té% po substituci

=x+y, v=4&
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- —u_ = 2
Je M o= du dv = ,
N (1,{'{(‘1,3) (v+l) 8 —"

b/m:{[x,y]eEz;py<x2<qy, ax<y2<bx,kde 0<dp<q,
0(a < b}.
[ Stejns substituce jako v pf. 5,60, M = % (b-a)(p-—q)__" ,

e/ u={[x,yjeE2; ad<xy<b , pr<x<agy,kde

o¢a<lb, O0<p
[korotme w = = y V= ’-;r, tJj.
Fluyv) = [x,jr](:) x = Yur , ¥y = % ’

L = {[u,v]é E, ; u€(ap), ve€lpa }
Potom
- J._| - 1 g
M {/Iav du dv 5 (b-a) log p_ﬂ,
a/ M = {[x,y]e E, ; (¥ +y9)2 5 2ax3} , kde ad 0
ﬂ_l;olérni souradnice, M = gr 32—"

e/M={[x.Y]EE25 ()3 < a.xy, x>0, y >0},

a)O.

I s . 1 g2

Substituce z pf. 5,52 , (azu = 25 a ’

£/ M={[x,y]€E; (x +3° < axzyz, x > 0, y)O},
a > 0.

2
"_Substituce z pF. 5,952 , P ﬁg-a__",

g/ MnoZina M je omezend kitivkou (-Eg + !; )2 = % s a,b,e
a b c
kladnd

[ vazte, 2o u = {[x5]¢E, ; (f:r +L)2< = }

(dopln&k této mnofiny je mno%ina neomezend, sta’fi zvolit posloupnost
bodd A = [an s 0] ; zatim¢co mnoZina M Jje omezend, coif je napi.
lehko vid&t z vyjad¥eni v zobecnénych poldrnich soufadnicich),
zavedte zobecndné poldrni soubadnice (viz 5,59 - 2)

X = ar cos ¥ , ¥y = bresin ¢ ,
ap?

doatanete C"‘z" = > _J,

2¢
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<2 ¥ s
h/ M je omezend k¥ivkou ( 5+ ;—2—-)
a

& (x,¥), kde

#

2 2
1/ @ (z0) = 2" +y° , pak M %ab(a +b%) ,

2 3
_ X . T &bt
2/§P(x,y)-;-5 , ©>0, pak c“z“"a"' 3
2
- Xy _ 71 , &%
3/ @ (x3) 3 pak M =5 6

i/ mnoZina M je omezend nésledujicimi kitivkami

1/ ﬂ'=PaxN‘-‘Qt32=aia y2=bx,0(p<q, 0<¢a<hb,
1
potom M =3(q-p).1og];° ’
2/ x2=py§ xz=qy, y= 8x, y=bx, 0<(p<aq, 0<(adlb,

potom ‘<axM=:-6'L(‘ q2_ 2) (b3-a3) i
*
J/ mno%ina N Jje omegzend kiivikemi
(:e—a)2+y2=az, xz+(y—a)2=a2, a >0

I zavelite polérni soufadnice,
2a tix @ x 2acos

R =f%(f rav ap +/" (f ramn ag =a*Z- 1),

A (
[} [4 ' . [l
x/ nno¥ina M je omezend k¥ivkami
x2+y2-23x‘=0 ’ x2+y2-ax = 0
“ Poldrni souifadnice C““ =3 r a2
? ] 4 J ]
1/ mnoZina M je omezend kiivikemi
2 +y =R, P+3-~2Ry=0, x = 0
2
I Porsrnt soufadnice, M = -g- (%-'l' "gz)__" ,
n/ mnoZina M je omezend krivkou * + y3 -3axy =0, a > 0
Nekreslete gi kfivku M ! a ukaZte, Ze Jjak mnoZina
{[x,yje32 i By ¢ 3axy } , tak 1 mnoZina
{[x,y]EEz; x3+y3>3a:q}

Jjsou neomezené v E, (v prvém piipad¥ uvaZiujte napf. posloupnost
bodd A, = [,—n,O] s vV druhém B = [O,n] .
Piide jte proto dalsi podminku, Ze M 1leZi v l.kvadrantu, potom

K {[x,y}EEa; x3+y3<3axy,x>0,y)0}a oM =

.
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Dokazujte ndsledujici tvrzeni:

" 2 2 xgzc '
/ M = E,; (& + L)' s Z0 Z of =
o u=f{lxler s (B 7S X, xz0, vz 0}
10, 6
=>_[ﬁ/;xydxdy=§i-5 cﬂ-—hla ,
o/ M ={[x,y]€E; Jx+ /7 £ 1, x=z0, y2o0} =

S T axw A,

mbstituce x,= rcos49:9 sy ¥ 5 rsin4¢_J ’
c/n:{[:x’y]egz;}/;—+V%§1,x20,y20}, a > 0,
3
b> 02 [ (fEr /il e 2

" Substituce x = arcos®® , y = br ant gp_J,

P

4/ mnoZina M ,jeomezenél:i‘iirkami xz=ay, x2=by, ¥y =px ,

Yaqus()(a(b: 0<p(q, poton

[/Ez_ﬂ-ﬂ_ﬂ = &8inpb- einpa _ sin gb - sin oa
dx dy =
M ¥ P q

e/ mno¥ina M je omezend kiivkami
y=axj, y=bx3, y2=px,,y2=qx, 0<a{b, 0LKpP<Cq,

potom

s 3
)-(q —p),

-£
T

=2 (aF .
‘/I’W axdy =25 (a¥ - b
£/ mnoZina M je omezens kiivkami

Y3=812, YJ

potom
/.

2 .
g/ mnoZina M je omezend kitivkou (x% + g )2 = xzy ’

potom _/4%— =2,

*3

bx2

y Y= ax, y=/4x, 0(adb, 0<a¢s,

A 4 b
(v -a)(a -4,

h/ M = {[x,y]éEz;

-
e,
"
~K
S
X
AN
3
§
;ﬁ N
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P#i vypodtu trojnych integrdld pomoci substituce budeme pouZivat zejména
tzv. aférické a cylindrické (vdlcové) soutadnice.

5,63.| (Sférické soufadnice).

Definujme: zobrazeni F 2 Ey do Ey piedpisem:
F(I‘,(P,’l}) = [x,y,z]'l:) X=rcos cosqy’, ¥y =

= r sin ¢ cosr1} sy Z =1r gin 2 .

Nakresglete si obrdzek a piedstavte sl zobrazeni F "geometricky".

z
o alxy 2]

i

i

|

|

g |

1

]

[}

3— I

]

7 .' 7Y
. L] 4
¥y oo~ | g
~. ,
N ! ~
~. I i
L ! v
. 2ol
g 4
Obrédzek &.7
UkaZte, Ze

1/ zobrazeni F gzobrazuje mnoZinu
L = {[r,cp,?}’j € By; re(o,+o 960,27, P%e-5, D}
prosté na mnoZinu E3 ~ N , kde
N={[x,y,z]€E3; x €{0, +00 ) , y=0}

Jje nulovd mnoZina (v E3 1),

2/ Jacobilv determinant zobrazeni F Jje roven r* cos ‘19’ s tedy zobra-
zen! F je reguldrni v kaZdé otevitené mnoZiné Ly CL.

- 137 -



5’64‘

5’65.

Leckdy se "sférické souradnice" zaddvaji takto:
F( r,'(p,‘l?’ ) = [x,7,2] € x=r coas sinjﬂ’ » ¥ =T sin 5Péin19'
z=rcos

( 9 tedy znemené thel mezi prdvodilem bodu [x,y,2] & osou z ).

Zkoume jte prostoru a regularitu tohoto zobrazeni g¢bdobn& Jako v minulém
pi. 5,463,

(Cylindrické ¥ili vdlcové souradnice).
Definujme zobrazeni F =z E3 do E3 ptedplsem:
Fry,2) = [x,3,2] & x=recoe® , y=rsin¢, z=2.

Opét sl zobrazeni F piedstavte geometricky a porovnejte s poldrnimi
soutadnicemi v rovin# 1I!

UkaZte, Ze

1/ zobrazenf F zobrazuje mnoZinu
L= {[r,gp, zJe By ; relo,+®) ,p€(0,27 ), ZGEl}
prosté na mnoZinu E3 - N, kde
N={[x,y,z]eE3; xe<o,+oo),'y=o}

Jje nulové mnoZina,

~ 2/ Jacobiliv determinant zobrazeni F je roven r , tedy zobrazeni F J'e

reguldrnl v ka%dé oteviené mnoZinZ L, C L .

5,66. Spottéte objem jednotkové koule v E3 y tj. mnoZiny

K= {[x,y,z]é Eqy x2+y2+=2(1}.

“_1_/ MnoZina K Jje oteviend v E; , tedy K € 22, .
2/ Bud

L= {[r,p,Plen; reu,pee ), de- L,

N

'},

N {[x,y,z]EE3; x € (0,400 ), y#Q}

a gavedme gobrazeni F z E; do E; Jjako v pf. 5,63
(sférické souradnice). |
Ukaite, Ze

a/ F(L) = K-N (k tomu musite ukézat, Ze jednak
M{L)C K=-N a jednak F(L) DK-N) ,

b/ F je proaté v mnoZin& L ,
¢/ ¥ Je reguldrni v mnoZin¥ L .
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Potom podle véty o substituci a Fubiniovy vity Jje

=_/_7 dxdydz=[/ dxdydz=f//r2cosz9"drd¢d1?' =
I(' - E-A’-JV L
-"=_[ ('o/‘ W 4 rzc‘oa'l?’ d'l?')d.q)dr=§y'—.‘"

5,67. Bud M = {[xny:5]€E3; 12"'32*22 S 2az, xz+y25 22}' ad)o

(nekreslete!) Potom M € %, a M = Tad . Dokaste !

ll/ linozina M Jje uzaviend v E3 ) tedy M € 3%,
Oznad{me-1i

N = {[x,y,zjg E3 ; xz + yz + 22 = 2 az} U {[x,y,z] € E3 H
x2 + yz = 32'}9{[::,3;,3]'6 E3 $ y = 0

je mnoZina N nulové (ukaitg!) & 4M= ‘a:,(M-N).

' :E(O,-i-oo)},

2/ Zavedme op¥t "sférické soutadnice” (tj. zobrazeni jako v 5,63). Hledéme
nyn{ mnofinu L tak, aby

F(L)y =M=N .

Z podminky x2+y2+22 { 2az dostdvéme r2( 2a r sin 2 ’
8114 0 (r < 2a ain 7 a sin#>o.
Z druhé podminky x2 + y2 < 22 pex »r coazzﬁ( T sin2 19’ y G114
cos’ 2P ¢ sin® P cox dohromady s podminksmi o € (- 5 g) ,
sin > 0 QdAvA kone&nd 99’6( T).
PoloZme tedy

L=-{[r,¢,19'] € E3 ;. T €(0,2a sin'?") ’

Fe(T D, peweT)} .
UkaZte, Ze
A/ F(L) = M-N,

B/ F Je _regulérhi a prosté v L .

Tedy
¥ 4 {8-N) = _[/_7 dx dy dz -/f rlcos P drd?dtﬁa
Tau

il

5,68. Necht mnozina M ¢ E; Je omezend plochami

z = x° + yz s 2 =2 (kresletel).

Potom M[[f 22 dx &y 4z = 4 ¥ , dokaite!
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1/ osnatme H*{[x,y,zJGE:,; s> +3 },
"2={[333|3]€33; ‘<’-2"'Y2}--s
Ny ={[x,y,z] €E;; 2 > 2 } ’
N2={[x,y,z]GEs; z (é }.
MnoZina M, N N, Je neomezend (nebot nepr. [0,0,n] € u A N;
pro n > 2), rovn3f tak mmo¥iny M,N N; , M, N N, jsou neomezené.
Mnofina M, N N . Jje omezend, nebot

RN 8{[113':3]5335 !2"'32(‘5(2}:
tedy M M 0 N, . Odtud té vyplyvé, %o K € 7,.

2/ Oznafme M pram#t mnoZiny M do roviny x,y , zfejmd

XY
2
o {(xw] € 5, ; = +5%¢2} (dokazujte !).
Ix'y'* = (x° + 32: 2) ,

2 - 2 -
tedy.{']f zdx dy dz _/;/’;-y (f sy 2°dz)ax dy =

Zde jiZ mbdZeme integrovat pfimo podle Fubiniovy v&ty (zkuste!), vyhod-
n&j8{ bude ale pouZfit polérni soufadniee, potom

27
.{’f 2 dx dy as = 1 [(ﬂ(s-rs)rh agl=4.7 .

3/ Ozna¥fme-11 M_ primdt mnoZiny M do osy z , Je

M, = (0,2) a pro z € M, Jest

l*'*'z ={[x,y]€32; x2+y2<s} .

Tedy
2
2 - 2 2 %, %,Z
7 - dz#?zdy'é‘/“f & o= [ u* s
akn r r

Je waitiek kruhu o poloadru /3 , tedy
% |

= Tz a
2
{fsadxavas =0frs3a. = 47 .
4/ Zkusme také pouZit cylindrické soutadnice

X = recos ¥, y=rsingy , z=32Z.
Oznadime-11 '

1-='{[r-9°- z] € By ; r€10,¥2),90€(0,27 ), 3 6(0,2)} .
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5569

Jost

.éﬁ.aazayds-:_{f/ r2° ar 4 ¢ azsuv"_._l]

Spo&itejte miry ndaledujicich mnoZin:
a/ mno¥ina M C 13 je omezend plochami

xz

x=0, x=a, y=0, y=b, ==0,==—’;+
‘ a2, 2

8,b,0q,5 vesmds kladnd => «M = 6(%- v+ )
2

b/mu;viina M omezend xa+32+z2=32, xz+y2ér ’

| 3.
> = $7(F - -HF )

o/ M = {[x,y,s]e By 3 (x2+y2+=2) £ o2 , x.E

T = 0}
I stéricxé souradnice, M = T 7 & | >

a/ M

e/ mnoZina M je cmezend plochou (x° + y° + z2)0 = 271

{[x,y,z]e E H (Xz + yz + 22)3 = 33 m}’ (ll:,l

r< R >

e

n 1l

“—p;loi'te x=rces e, y=resing cos ¥ , zﬂ'raingiosinzg'

M = - ' |
J 3(3n-1) _“

*
£/ mno%ina M omezend ( x° + y2)2 +gt=y

o2

- 4 t - e
“ M=z at = 2
ﬂ:’ 3‘[ 1+t4 .’ ’

' 2
g/ mofina M omezena ( ¥ + y2) 3 28232 _gu= 2L

_ | 1
a3

b/ ¥ = {[xsz] € By 5 <§+;§+:,)2 = £y }

a,b,c,h  Xladné

,I-;loite x

z = cr ain'i?',

7.4
. x abe
S T nd i

2 é 2 2 .
i/ M= {[x,y,z]-e Ey; (ff-l- . -l-?--) s ;2- +
T2
(aall = %nbc,

%o

ar cos ¢ . cos?ﬂ', ¥ = brcees e . eo_s‘r?' ’



3/ Il={[x,y,zJEE3; (§+§+:—2)‘§(§ +§) -§}.

oM = %ahc,«

k/ M Jje omegena xz+y2+22=1’ 12"'32"'22116,

za=12+y2,. z =0, y=0, y=x

"—:férické souradnice , b 2 _,_u

2
1/ M ={[x13’a5]€ By i (ﬁi}*'(g)-}* (%)Té'l}, (ﬂ:,ll=%.‘rabc

“_;oloii x = ar ain3§p coa"ﬂ’ i yYy=>br sin3g0 sin319’ ’

z=cr.cos3<;0_,_[|

n/ M={[x,y,z]eE3; (x+y+z2 (ay, x>0, y>0, z)o},
ll.«=_l3

%" Tg @

| polotte x = r sinlc costdP, y = r ain® ¢ sin? 25 .

z = rcosaf'_ﬂ,

2 2
n/ "={[x’Yaz]€E3; (":'z""ybj""':?)z = ax, a)O}é(t{,M=
= %'W‘azbc,
o/ M Jje omezena c(12+y2)+a2z fazc,z=0, a > 0,
e Do

[ cylindrické souradnice, M = %J‘azc_ﬂ
p/ M je omezena plochami 12+y2+22-2z=0 ’ xz+yz+zz=2=>

=.‘r(a3u=§.1r

@/ M je omezena x° + y2

42, Lr@Fslfe1, Lu=
= 8x6/3-9), '

r/ M je omezena xz-l-yz zz=16, xz+y2tzz-ez=0

+

80
= wM = ST

3
s/ M je omezena y2=pz, x2+y2=az, =0, p >0,
Fat

u = —l—
“ 4p .’

t/ M omezena x2+yz=li2, !2+¥2==g =20 = 4N = I.gi,
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u/ spoditejte pFffklady v 5,42 pomoci substituce (pokud je to vyhodné).

5,70. Dokaite ndgledujici tvrzeni:

i 2 £ 2
ﬂ/u“{[xayaz]EE3i ;2'+§2' +i§'§1} =
/]] 9; ) dx dy dz = %rabc,
M
b/ li='{[x,y,z] € E3; xz'FyzS 2az, xz+y2+zz=3a2}=}

{;ff( x+y+z)laxayds = .£ff(x2+y2+z2) ax dy Az

5
=_%$(18f:? - 2%-),

c/ Hé{[x,y,z]éi‘?; y2+52'5::2,x:‘:0, x2+32+za

.{f]](xz'+y2+z?‘)dxdydz 2 7 ,

2

iTA
=

-3
a/ u je omezena (X + y° + z9)2 = asfy , z-o-vﬂf , 4x &y &z =
4 xPey?
= 2
144 ?
* .
e/u:{[x’y’z]eE3 x 20, y=1, z =1, xyzﬁl}-#

[[{; exyz.xzydxdydz=—§-l
utviw

| zavedte substituci x = u , y=¥¥ 5= —J
' utv

32#_’/’}7/‘5(1::63&'—'

n

£/ N Je cmezena x2+y2+22=4, x2+y2
= B 7 | '

4
Fubiniovy v&ty lze té% ufit k vypod¥tu ndkterych integrdla.

ketodé, podle které budeme v ndsledujicich p¥ikladech postupovat,
se ndkdy ¥#{k4 "integrace podle parametru®.

o0

5,71. Spo¥tite integrdl I(a,b) = ﬂf ar"tﬁf‘x;“‘i@ﬁ-?—x ix .

(viz téZ pir. 6,44 . )

H—L—ehko zjistite viz obdobny piiklad 3,42 - Ze pro a =<0, b > O
anebo pro a> 0, b < O integrdl I(a,b) diverguje. Bud tedy
a>0, b>0, necht napi. je b ¢ a .

UvaZujne ndsledujici integrdl I ,

1=/

7 4x dy , kde M ={[x,y]€ E; ;5 x€(0,+00) ye(b,a)}

l"'x2 y
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4 ‘ ®
Funkee je spojitd a kladné na mno¥ing K , tedy —= s €%,
1+x y2 1'+x2y
a miZeme poufit Fubiniovu v&tu.
Dostédvame
I= /f dxdy / ([ —99'-—) ax =
i xz 2 1+xzy
0o y=a oo
i f [ aretg IEE] ax =/ OIctgsx-erctgbx g, .
0 x y=b [ X
= "I(a,b) ,
na druhé. stran#, provedeme-1li integraci v obrdceném poiadi,
/ 1 f -/_ —1_ a x=+0C
. ax av =/ ¢ ax) z/ [m] day =
M l+x2y: w ' ) 1+x y dy X=0

—.105%

n
&lw

n
Pty

Odtud vyplyvé, %e

I (a,b) =1 = %-103% .

V praxi ovdem funkei — ; > &

1+x"y

mnofinu M musime nalézt, obyde jnd

postupujeme takto:

- a
arctg ax-arctg bx [arctg yx:l y=e. = f -z (arctg yx ) dy =

b 4 x ¥=b '3 7y b 4
* 1
=./ 22 W H
Z lyx

Z uvedeného pirikladu bylo vidét, v &em . spodivd metoda integrace podle pa~
rametru. Oklikou pFes dvojny integrdl ae ndm podafilo spoditat integrédl,
s kterym bychom si Jjinak téiZko vé&déEll "rady. Jiné zpdsoby vypo#tu téchto
integrdld, pomoci metody derivace podle parametru, jsou uvedeny v néasle-
dujicf 6. kapitole.

b+l
2. D f 2= ] -
5,7 okaite, Ze / Toge dx = log arl pro & €(-l,+o ),

b € (-1,+00 ) .

” 1/ Zjiatéte jako cvileni, %e integrdl konverguje, prévé kdy¥ a =, b
anebo a) -1, b) -1. |

2/Bud -1<¢a ¢ b. Potom
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xb_xa'z' [i:ly:b g/_a_(x.v)dy=‘a/xydy.

logx logx JY°8 & 9y  logx

UkaZte, Ze na integrél

M//xyaxdy, M= {[x,y]er.:; x € (0,1) ye(a,b)}

mi¥ete pouf{t Fubiniovu vEtu, dostanete

//xydxdyf /xydx)dy '.I.og—.

1

VAR

o

5,73. | Pozndmka:
Specidlni volbou hodnot a,b dostdvéme z minulého pi¥ikladu napi.
4!
=1 . A
fx dx =leg2 (b=1, a=0),
o  logx
7 fE 3 1
~——— & =1log% (b=5, a=0), atd.,
e logx
kteréfto integrdly bychom asi jinak t&Zko poditali.
5,74. TUkaite, Ze
__.E‘_
at+b sin x dx b <
. = 7 aresin 2 pro 0 (b =
/ log Ty einx ° einx a Pro 0¢

[l A/ Pou%ijte vztahd

-7
+
Vo 10g TREEEX 1 Y
a-b sin x sinx ) 82__b2y2 ein®x

pro 0 { b £.a ,

r
2/ ~— € £, pro M = {[zsy] € E ;

az—bz;y2 sin2 x

xeco,’§>, y €01 },

3// dz 5 = 2“7 . h pro |A]l > |B]| .
-Bsinz A

B/ PouZi jte té% wztahu
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12
*b_sinx —
-——:-l--.log atb =2af .

alnx a=b asinx 4 a2 - yzsinzx

Jaky bude vysledek pro a = b <0 ? |

5475

arctg x
UkaZte, Ze / 8 dx = 'g . 103(1-*}’?).

5,76.

” PouZi jte vztahld

v Ay
1/ arctg x = ,
x ‘o/ 142252

2//’ dx _ [T at

_ 7
° (P i 7 145 etn’t 2 /1+y° __H

Doka¥te nésledu,jic:( tvrzen:[
% bx
a/f ax= /b - [fTa pro a = 0, b= 0

W—Poun.jte pFikladu 5,84 , viz té% 6,35_”

-8
b/‘a/"e - dx=%log;-) pro a>o0, b >0,
m-ax -bx
-8 b
e,ﬂf . = log 2 pro a >0, b> 0 ,

* 1og(1+a222) -Log(1+b222)
d/[ =08 dx = 7 (a=b) pro a,p € E, ,

2
x

o0 _a* - .
e//(e;’-e?)dx=rf(b-a) pro a,b € E; ,
[

x
*a b sinx r Ya2+p24p
£/ arc tg ax Y log pro a > 0,

a - &
b20

"_1artbsinx_/“’ ab
ainx °7¢ *& T4 -

ay
7 a+by23:|.n2 _j

Dal3f Zd4st této kapitoly vEnujeme otdzkém konvergeneé a divergence inte-
gréld funkef vice prom¥nngch. DileZitou roli zde bude hrdt vita o substi-
tucl - Jedt¥ jednou si ji sopakujte !
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didy
2,22

5,71+ Pro které hodnoty o Lkonverguje _/f

Je-li M = {[x,y]ena;' 2 +y° S 1},

[ Punkce —;—1;-—- jest kladnd & spojitd v mnozind M - {[0,0]}
(x*+y9)*

1

tedy zajisté = =5 € x pro Jakékoliv & € El {znovu sl uvidom-
X" +y 2% .

te, Ze dand funkce neni definovand y¥ude v mnoZind M - neni totiZ defi-

novéna v polédtku - ale protofe jednobodovéd mnoiina je nulovd mnoZina,
miZeme na3i funkel dodefinovat v poddtku jek checeme, ani? tim cokoliv zm¥-
nime na existenci &i konvergenci integrédlu).

Zavedeme zobfazeni F z E, do E; {polédrni soutadnice)
Fr, )= [x,y]% X = rcos &, y = rsin g,

dostévéme, Ze

j] =\/Z rl-zadrdgp,

M (x2+y2)
e L = {[r,9l€E, ; re(,) , @welo,27)}

Vime, %e druhy integrél

f 12, 4 o = / fl-aa ara o

konverguje, prévé kdy: 1 -2a > -1 ,%ilipro & { 1.
Podle vity o substituci tedy né#s pivodni integr&l konverguje, pravd kdyi
a {1.

Vie sl dikladn# a detailné rozmyslete a provedte ! ||

5,78. Bud M ={[x,y]€ E, ; 2 +32 g 1}, uka¥te, Ze
1
8/ ——=w——— € £ Sac
M
(224352 % -

” Postupujte stejnZ jeko v minulém pi. 5,77,,zaveate »zobecniné poldrmi
soufadnice®

x = ﬁrcoago, Y= ﬁrsin'go__",

d
b/ __,Z > x d_y2 p konverguje &= a < 1
(xf-xy + ¥7)

U_TJ—MZte, Ze

R
€ L (kde neni funkce definovénaf) a e
M

1
(P-xy+y?)”
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z2r 7

] dxdy,_‘/ d /;2'%?-'1‘“"

M (x‘z-xy + ya)a o (1-singcos qo)“ s

pFiemZ prvni integrdl existuje jako Riemanndlv pro jakékoliv a € E,
a druhy integrél konverguje, pravé kdy: a < 1 _."

5,79.

Bud M

= <0,1> x <0,1>, potom

dx dy

i

(yzcosax + sin,zx)a

konverguje & a << 1l.

H PouZi jte vztahd

x€ {0,1> = x < einx £ x, co8l1 $ cosx £ 1,

N|m

tedy funkce 1 se bude "chovat® agi stejnd jako

funkece

(yzcoszx + ain’n)®

( 2 2)a - provedte podrobn ! , p¥i odhadech nutno rozlidit
x +y .

p¥ipady & = 0 , a<o . |

Zkoume jte konvergenci a divergenci ndgledujicich integrdld:

a/

b/

e/

M= {[xy] €55 L+y%51}, pak“”// (1:::::‘7‘
-x"~y

konverguje < a1 ,

w= {[x9] €8 L+ z1),pax [/ —=&

’ M (B

konverguje < ga>1,
M={[x,y]GE2; = +xP < 1, szO, ygo}

x>0, 4> 0, potom
1/ _Oxdy

[ s orren 0 § o,

a

2/‘/‘_/v xy diverguje & lé‘l,

4 (1-x% -yﬂ b

[ pouzi jte substituce

a/

, 2 2 2 2
x = r* | e0s® @ . ¥ = 17 ad.nz-gp_l,
“’{[1.3]612; =“+1531. x2 0, Jzo},

@& >0, 4>0, potea
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—axy konverguje < %4»‘% {m,
¥ (2% +yf)

1]
“N
-+

QN

L

=

e/ M je omezens Kfivkemi y = 0, ¥y
x>0, y >0,

p otm M—- k e
/_5 xz+y2 onverguj

[ zavedeme-11 polédrni soutadnice, existuje takové ¢ € (0, g)
{negdlezf ném ted na jeho velikosti), Ze

O - ff ta ap, s

H 2 g
sing

L = {[r!¢]eE2: r e (—- ’l)!¢e(°’%)}’
cos“y

posledni i.ntegrél. Je roven f log -{-&-g— a P
8

o kterém zjistime, Ze konverguJeJ ’

H={[X:¥]€Ea; x20, ng,xﬂrél}, potom
./] konverguje
A e _,2
H_z._avedeme-li polérni soufadnice, bude
a 7
ﬁ‘ _.._.--2-:.&__— = e %/‘ 1og __S_.inii dqp
M 1ex?y? 0 l+gin 2 @

a posledni integrdl konverguje __JJ ,

2
g/ Qefinujme funkel f pledpisem f£(x,y) = s ,
(x4y?)2

potom
1/E={[x,y]632; xio,xﬁyﬁl}#_ﬁ/’ff =+ool
ﬂrmy ﬁpoéet anebo polérni soufadnice | ,
2/N={[x,y]eE2, y=o0, 2x£y}=1‘jff=-°°,
3/ P = (0,1> x <0,1> ==>/]f neexiatuje

" pouZi jte dvou pfedchozich vjsledkﬁ a vity 26, &1 vity 42, viz
téz pr. 5,81 | ,

4/ 0 = {[xy]€e E 5 =xe€<0,1), ye(1,+oo)}=&g‘rkon-

verguje,

-1‘9 -—



5/ Q = {[x,y]eEz; x £y, xZ 1}#4’} nekonverguje,

h/ M Jje omezena kitivkami y = 0, x =2 , y 'x , potom

/.Z; log sin (x~y) dx dy konverguje .

" Zavedte substituci x = %‘(uﬂ) y ¥ 5 %(u—v) a
ukaZte, e

7
ﬂ.{/ log sin (x-y)dxdy = ‘?2[ f log sin v dv , poslednf integrél
(] . .

konverguje;

pouZi jemer i vysleday cvi&eni 6,30, 5,87 &i 8,64, dostdvédme navic, Ze
xr

7 z
',.{f log sin {x-y)dxdy = -‘g _a/ log sinv dv = fa/ log ain v dv =
2
=X
==3 log 2 _" ’ .

2k /' xy
Vxy

i/ M = (0,400 ) x (0,400) , k € Elﬁﬁ{fe'x'y 208 ax dy

konverguje

" dany integral odhadn&te e poufi jta vztahu £ ¢ &‘3(0’+oo )__” s

3
i M = (0, +00 )x(o,+oo)=>{/e"‘3’_sinxdxay

nekonverguje

” UkaZte, Ze
[ee]
Hﬂ]e-”.‘y sin 'xldx dy = [ -l%l dx = + 00

{viz p¥. 3,47) a pouZlijte vity 44 .
b3
MiZe bt e ¥ sinx € Ly 7 |,

k/ M = (0,400 ) x (0,400 )= /Z; sin (x2+y2)dxdy- neexistuje
ﬂi‘edpoklédejjte sin(x2+y2) € Zp; y oznadte pro n =1,2,..,
K, = {[xy]€B; =£+y¥*£n, xZo0, y 2o},

Potom podle v&ty 28 musi byt

n{/‘ sin(x® + y2) dx dy = lim ‘_/_/'s:l.ﬁ(xz + yz)dx ay ,
x-+00 A,"

zavedete-1i do posledniho integrdlu poldrni soufadnice, Jest

/faan(x2+y2>axcw = Z(1- cosn?)
%o 4

a posledni vjraz nemd pro n — + 00 1imitu . "
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5,814

Obdobni se vyfetifuje konvergence a divergence troj - i vicerozmd3rnych
integrdld. Nebudeme se tim v3ak zabyvat.

Fubiniove véta ndm tedy zaruduje, Ze dvojny integrdl se rowvnd kterémuko-
liv dvojndsobnému, toto obecnd nemusi byt pravda {(potom oviem dvojny in-
tegrédl nemife existovat!). Uvedme pifklady.

- X

Definujme funkci f takto: f(x,y) = 5o s potom

. a/,”y f neexistuje, Jje-1li M
7 7
b/‘[ (,/f(x,y) dx) dy

[4 7
o/ J ([f(x,y} dy) dx

(2+ ¥°)

(0,1> x <0,1> ,

v d
T

- T
2

[[ K prvnimu bodu viz pi‘iklad 5,80, ostatni ovifte pFimym vy'poétem._lj

5,82.| UkaZte, Ze
| 1 7 Y ;
S ZELr e, 2L way= -}
2 2 (xty) ' 0 (x+y)
Odtud odvodte podle Fubiniovy vity, Ze [/ A=Y ax ay
<0,7> X<0,1> (x+y)3
neexistuje. Posledni tvrzeni doka’te také piimo. ||
5,83. UkaZte, Ze :
o+ 1 - X
© 3 -7 1
a/[‘f_;T'ff ey -5,
4 1
[ 5 2x3 _3‘_& ‘
L[5 - %] wea--2g
v/ bud flx,y) = = na mno¥ing M = E, x B oten
’ (R4y?)2 11X 9P
#00 400 +00 +00
1/4 (:[ flx,y) ax) dy = _4\ (_.Zf(x,y) ay) dx='0 ,
*®
2/ £ ¢ §5M
¢/ bud , 1 pr00<y<|x-%,:

-4’
flx,y) = / (x -3

\ ' 0 Jjinde v E, ,

bud ddle ¥ = (0,1) x (0,1) , potom"
4 <
1/ / ( / flx,y) dy) dx neexiatuje ,
0 [
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Zbytek této kapitoly vénujeme rdznym piikladim.

o )
2/[(/1’(::,5() dx) dy = 0 .

5,84. a/

oo x2 ' . .
Spo&téte f e © dx (tzv. Laplacedv integrdl). -

" 1/ V pf. 3,32 .jsme ukézall, Ze tento integrdl konvergu,je.

2/

3/

*
4/

oo
Oznadte I = .[ e'x2 dx , M =(0,+ @ ) x (O,+00 ),

Pomoci Fubiniovy véty ukafte, Ze

%7 e"‘z'yzdxay = 1% .

2
Do integrélu ff e'xz"y dx dy "zavedte poldrni soutadnice”,
M
dostanete

T o
ﬁ{fe_xz_yz dx dy = _[2(_0/:"9'1'2 dr) 4 ¢ = -iI ’

odtud vzhledem k podmince I = O plyne I = ';i .

Jiny zpisob:
do integrdlu .[f e_xz -y dx dy provedte substituct

x = = w.v , dostanete

u, V¥
S Ry? ax gy =/w(_o/°°a'u2(1”2) . wwav =F.
M

Jeftd jiny zpiasob:

Pro n= 1,2 ... poloZte
2

n
B excw
£ (x) =
n .
\0 pro X € </E:+OO)'

UkaZte, Ze
- _
a/ Ifn(x)l < e pro x € {0,#00 ), n =1,2 «a. ,
s o' sag
b/ﬂl}r& fn(x) = @ pro k¥aZdé x € (0,+ @ ) ,

Podle Lebeasgueovy véty Je tedy

- ) n
/ e dx-ﬂl}g [ fn(x) ax -ql-%:o [ (1-—;—) ax .

ijvé spo¥itat posledni integrdly a jejich limitu. Po provedeni substi-
tuce x = /n . cos t, dostdvédme s pouZitim Wallisovy formule vyale-

dek.
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Viz té% V.Jarnik, Integrdlni pofet II . ||

0o

g T
b/ Substituci odtud lehko odvodite, Ze k/f e ax’ dx = % a Pro

: o
a € (0,+00)
5485. Uvedeme je3t& jeden dhleZity pi#iklad.
d

Bud M = (0,4®) x (0,400 ), 1 =// tdx

M (1+t) (1+tx2)

Na posledni integrdl pouZijte Fubiniovu vétu (poka%dé v jiném pofadl inte-
grace) & dostanete jednak

o oo ax 2
I=/ (f 2 )dt=£,
(1+t) (1+1x") 2

(/] 0
Jednak
o0 00 Fove)
2 7 (1) (L4td) Lo x-1
o . v
Ukatte déle, Ze / LWEX 4y = . 3 f log(l-x) .
[~} x2' 1 0 X
Pouiljte v prmim. integrdlu subsfituci x = % na intervalu (1,+00)
a pak vztahu

1 7 ‘ 1
- 1o
‘/F log(1l-x) dx = ‘/f log ¥ dy = J/ﬂ log x2 ay +u/ﬂ E___E_g_ dy =
° x ¢ 1~y ¢ 1.y 2 1.y

]

7 4
logy g4 l/ log z .
VJP l - 32 v 4% 1~z Iz “

Kone&n& s pouZitim pfikladu 4,25

ff log(1l-~x) < 1
oOghi~X - —_—
[ o X ax = - 2:: né ]

M=t
doatévéme

& 4 Ve
> o = 1+ o+ A v = —

7wy Il 2
Podafilgﬁse ndm timto zplsobem s pomoci Fubiniovy vity seiist konvergentni
1
fadu
=

(jinym zphsobem lze selist tuto Fadu napi. pomoci teorie Fourierovych Fad).
Pomoci tohoto vysledku ukaZte, Ze

o 2

1 1
1 2 = 1+ 2 + 2 + sawae = W
n=4 {2n-1) 3 5 8

{Poufijte zndmych vlastnosti absolutnd konvergentnich ¥ad a nédsledujici
myS8lenku:
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o

) SR sy SR i e

—— = . = +

6 n= o nZ n=1 (2n 1) (2n)2 Nt (2n..1)2 4 a=7
jednotlivé kroky podrobné& odivodnétel)

UkaZte té%, Ze
S ot ., a1,  _1

=7 n2 22. 32. 49. 12
n-1 oo 2 2

PN LI S N L Al DS
R=7 G n=7 (2n-1)° - (2n) 8 4 6

* '
a
5,86. Spoftste I = VA 5t , kde

M (1+tu) (L+tu?)

{[t,u]€ E, ; t€(0,400) , ue(l,+00)},

PounZi jete-1i Fubiniovu v&tu, dostanete jednak

+ 00 00 (o, @]
dat
=f(f )du=_/—"'_lgu"‘du:
70 (letw) (1+tu) 7 alwl)
Jjednak
co o ’ 00 2
a
e/ —2—w.o} [ lme, L
e 7 (1+tu) (1+tu°) 27 x(z1)
Odtud dostévéme /viz té% pF. 4,26/, Ze
2 - 20 ) 00
Z . ) 2egn, [ a1
7 u(u-1) ° o%-1 n=1
o0
Op&t se ném podaFilo sedfst Fadu Z{ —- . "
dx 4
5.’87- PoEiteJte f A’ [ x' l G E ; IG(O,!), le(o’l) -
- 2 2z 2
1+ x tg x
% dx x
Lehko zjiastite, Ze J ‘ =7 . > - pro A €(0,+00 )
1+ X tg x 1+2
{Viz tés pi". 5'17)’ tedy
T
T anr &
( 2 2 )dx = f —E— ax ’
° 0 1+X tgx ¢ tgx

zatimco



f(/z ixz)d).:-%.logz.

2 2 1+ A tg x

Odtud podle Fubiniovy véiy dostévétie, Ze

T
f f X dx = -{— log 2 .
Fe o e
Integrdl ‘[ 2;;-' dx existuje jako Riemanndv i Jjako Newtoniv, budeme-1i

Jej integrovat jako Newtondv per partes, obdrZime

a
5 7

T .
X _ f
1)) 0/‘ tax d: = - (N) / log sinx dx

‘ 2
/viimn¥te si, Ze integrél [ log sinx dx neexistuje ji%Z jako Riemasnniv,
existuje pouze jako Lebesguelv &1 Newtondv/. Odtud plyne, Ze
xr

r
z } z
(L) f log sinxdx-"-(N)f log sinxdx=——]§r—.log2
[ [}

/viz té% pifklady 6,30 a 8,64/.

Pozndmka.

— &1
‘ 5 ’88-

Znévu na tomto mistd piipomenme, Ze neméme prozaiim Z&dnou vitu o integra-
ci per partes pro Lebesgueovy integrély. Chceme-1li pifesto integrovat per-
partes, mifeme tuto metodu pouZit pouze pro Newtonovy integrdly /viéta 70/;
vime-1i, %e dand funkce mé jak Lebesguedv tak Newtondv integrél, musi pak
mezi témito integrdly nastat rovmost /viz 3,15/.

%
5,89.

2 2
Zkoume jte F(m) = f/cos mx . o e'“ (1+x™ ) dx d & ’
M
B = (0,t00 ) x (0;+00 ) ,
2 2 7
1/ Ukazte, 2e cosmx . X e @ (1+x )GAM pro kaidé m € El .
2/ Ze vztahi

2 2 2 2
Icosmx. o @” X(4X Nz gy o= (1427 )

.[/cre"“ﬂ(l‘l”xz) axda = 2
M 4

plyne, Ze denj integrél pro ke¥dé m € E, konverguje /vita 31/, lze
tedy pouZit Fubiniowvu vEtu.

3/ PouZi jete-li vysledkl ze cvileni 5,84 a 6,51 dosgtanete pro m = 0, Ze

[+ 4] 2 oQ 2 2 oo 2 ﬂ:
Flm) = .[ae a (‘[coa mx . e~ TF ax) da = -22—- fe Yot aa=
[

I
-3

e
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a také

f 2'('1 i) 1l

. - d \1+x ) €08 mxX

= . : da) dx = = f == .
F(m) fcoamx(a Qe ) ax 3 142 ||

[

5,90,

Uka’te, Ze pro ka%dé m = 0 Je
00
mx . =

¢(m) =f 22"5—'5GI=%- e.m'
9 1+x
. % :r

S(m) =f &in nx dx-:—E-(l-e'm) .
7 x(1+x2)

"? Jako cvifeni ukaite, ¥e oba integrdly konvergujf.
2/ Podle predeslého cvitent 5,89 jest C(m) = e .
3/ UkaZ%te - viz kapitolu o derivaci integrdlu podle pasrametru - Ze
s’(m} = C(m) ,
odtud vzhledem k podmince S(0) = O dostévéme tvrzent. |
idaky bude vysledek pro m (0 7

o0

2.2

” o
5,91.  Uka%te, Ze f log (a2+x) . cosmx dx = Z- (e P2 e )
? b2 n
pro a > (0] ¥ b > o] ¥ m > 0.
” Pouzi jte vztahu
2. 2 * 2
y cos mx
log (52—%*' ) cos mx = T 2 dy
b +x 4 y2+
/jak jej odvodite? / ,
Fubinlovu v¥étu a vysledek pFfedchoziho cvideni 5,90.
Viz téZ pP. 6,68 . "
Jaky bude vysledek pro = ( 0, a <€ 0, b=<0 & pro m=07
*
5,92.| Uka¥te, Ze
00
a/fm_m_x_d,._._?_.e-m pro a > 0, a >0
0 a“ + xa 2a ’ ’

00
2 .
in“ mx T -2ma
b/f 2 dx =-=— (1-e ) pro a 0 mZ 0
{ Zi2 pro & > 0, -

4a
fo 2 T
¢ y ___.2.&2+x 1 e ) pro a » 0, m =0

":/ Lehko plyne z 5,90 gubatituci.
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*
5,93.

¥
5,94,

2

b/ Poulijte vztahu sin“mx = % (l-cos 2mx) a odatavce a/.

¢/ PouZi jte vziahu cos®

mx = 1 - sin’mx & odstavee b/ ,

&1 vztahu cos’mx = %_(1*- cos 2mx) a odstavce a/ . "

o0 .
2
VkaZte, Ze f sin mx dx = %ﬂ'

x2

| 0 |
MBud ne {0,400 ) pevné, oznafme F(a)

pro mn

Q

UkaZte, Ze funkce F je spojitéd v intervalu
pitole/, odtud spolu s vysledkem p¥. 5,92b plyne

[o.e]

2 a-

x 3

Viz t6% p¥. 6,73. |
Jaky by byl visledek pro a0 7

UkaZte, %e pro a € (0,+00 ), m € Eq Jest

2e]

Iia,m) = _/

[

e"a*z.cosmxadxz—"ff

2
f 28T ax = F(O) = 1im F(a) = Lim 2— (1-

.
oo

a +

(=00

o+ 00 ) /viz 6.ka~-

a+ } 824‘ m2.

2 /2

2

2

a +n

2

-2m) =.m

Postup je stejny Jjako p¥i vypodtu Laplaceova integrdlu /p¥. 5,84/.

UkaZte, Ze

Iz(a,m) = % _[/

{0,+00) x (0,+0)

e-&.».( ::2+ya)

R

I:c.oa m(xz+y2) + cos m(xz-yz)] axdy.

Do posledniho integrdlu zavedte polédrni soufadnice a vyuiijte vjsledku

cvideni 4,48 , dostanete

2" .
2 1l a
I°(a,m) = T f € +
’. 4 a2+m2 a?'ﬂn2 cog” 2 @

I

a“+m'

F, B o+ .
8 Same 8

odkud jiZ plyne vysledei:. jl

9]

5,95,

. - l - co3 x
Ukaite, Ze f g BX = 3
. % x

“ PouZi jte vztahu

e
X

a cviteni 4,47. Viz téZ pf. 6’72L_”

_157..

2

a

X

1

4

-ax 1 —cog x _ |:e—ax ¢og ¥X

)

]

d ¢

pro a € (0,400 ) .

y=0

y=1

4

e-ax

« 8in Xy d.y



5,960

o
5,97.

L]
5,498.

V daliinm ukdfeme, Ze v oboru riemannoveky intergrovatelnych funkci Je
situace p#i pouZit{ Fubiniovy vity pondkud Jind.

Je=1i x € (0,1) racionfln{ ¥{fglo, x = g /p,q nesowddlné, q > 0),
poloZme ¢ (x) = q . Déle poloime @ (0) =0 , @(1) = 1. Definujme
funkei f na mnoZin¥d M ={0,1> x (0,1 takto:
1 + L Jeou-1li x raciondlni
" e o ’
f(x,y) =
\ 0 Jinde v M .
UkaZte, Ze
1/ f je nespojitd ve viech bodech mnoZiny MN majicich obé soufadnice
raciondlni,
2/ £ je spojJitd ve viech ostatnich bodech mnoZiny M
/porovne jte s p¥. 2,32/,
3/ (L)’_{]-f =0,
4/ (R) -ﬁ{]‘ £r=0,
1 1 7 7
neexletuji.
Definujme nyni funkci g na mno¥ind M = (0,1) x (0,1)> takto:
1 pro x,y raciondlnf, ¢ (x) = @(y)
g(x.y) = / /viz pi‘. 5'96/,
\ 0O Jndev M.
Ukaite, Ze
1/ (L ﬂ g=0,
M
2/ (m) .‘4’ g ‘neexiatuje ,

7 14 7 7
3/ (R) ’f( (R)_[ glx,y) ax) ay = (R)[ ( (R)_[ glx,y) dy) ax = 0.

Definujme funkei h na mmoZind M = (0,1) x (0,1} pledpisenm :
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. 7 o
R (n)[ ( ca)[ hix,y) dy) dx =

h(x’y) =

,/1
AN

Ukafte, Ze

0

je-11i x € <0,1) raciondlni , ye¢ <O, 1 >

~ libovolné anebo je-11i x €<0,1> iracionél-

nl, ye€< % s 12 1libovolné ,

Je-1i x €¢0,1> reciemdlnt, y ¢ (3,1)
anebo je-1i x € ¢ 0,1> 4iraciondlnt,
ye<o, -21-' ) .

N

1 y
2/ (RL[ ( (li)_a/ h(x,y) ax) ay neexistuje ,

5,99.

3/ (R)‘lé]h" ‘neexistuje ,

4/ hé./l” ,

5/ (L){./h=% .

Bsd M = (0,1> x (0,1,

poton

7
#(n)ﬂdm=[zzﬁ: . Doka¥te !

" PouZi jte Fubiniovu v&tu, substituei xy =t a v&tu o integraci per

5,100

rP—ouZ:l Jjte nerowost

5,101.

partes ._“

Budte f,g € :C(d’ 4) + Potom

4 ¥
(-‘lff-a;)zé‘/‘i’2 . fsa . Dokaite !
a a )

/Tzv. Cauchy = Bunjakovského nerovno_st./

/M =

{a,b) x <(a,b) /

0 = -[/ (£(x) gly) - £(Pglx) )2 ax ay =

4 y) Y
=z&fr2 aff - 2 (/f.g)z_.Jl

Bud f Xladnd a m&fitelnd v intervalu {a,b> . Potom

4 +
[r. ‘/% Z (b-a)2. Dokaite !

“ Doksite p¥imo anebo pomoci cv. 5,100 _-J
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5,10‘4.‘ Bul f gpojitd a-nezdpornd v intervalu (a,b) . Bud

u={lwles,; xepm, 0%y <2}
Potom M € mz a M = !.ﬂ,x) dx . DokaZte !

"_V:lz 62 vétu 62 J

* %
5,103. { Budeme se nyni zabyvat otdzkou, kdy n¥jekd mnofina N C Er méd Lebesgueovu

miru nula. PFfedeviim vime podle véty 62, Ze “graf™ ka¥dé spojité funkee
~1 p:;omému?ch ni v E, nulovou niru. PFedpoklad spojitostl funkce £
ve vit3 62 je zbytednd silny, v daldim vyslovime daleko obecné jii v&tu.

I/ Bul M C E, ME ??tr ,“nach{ t e/lM « Oznadéime=-11i

M

1 _{[X,y]EEr,._l; x € M, YE€EE , ¥ <f(.x)},

My {[I,V:IGEHI; x € M, YGE]_f Y?f(!)},

grafy f {[x,y]EEr_._l; xX€E M, yeE, , y'-'-f(x)},

"

Jest My , M € X, . graf te,,,.

Zhruba feleno - graf m&fitelné funkce Jje miFitelnd mnoZina.
" Viz V.Jarmmik, Integrdlni pofet II, vita 75 J

11/ Necht jsou splnény predpoklady z I/ . Potom

i (gt'afni.‘) =0 .
Toto jest tedy slibené zobecnini véty 62.
|ﬂ PouZi jte Fubiniovu vétu . [

Velmi Sasto se stévé, e mnofina N C E, je definovéna jako mnofina
bodd [ X4e.09%,] € B, , které vyhovujl nsjaké rovnici F(Xygee0yx) =
= 0 nebo je Zdet takové mnoZiny. Za jimé néds, za jakych pedpokladd
bude mnoZina N nulové. Doka¥te ndsledujfci vitu /viz V.Jarnik,
Integrélni podet II , kap. VII, §2, poznémkaﬁ/.

111/ Nechi redind funkce F(x ,...x,) mdv oteviené mnoing S C E, ko-
ne&né apo.jité parcidlni derivace a%Z do #4du n-tého /n > 0/.
Bad N ={x€s; P(0 =0}, bul N, mofina tich bodd x €S,
v nich# funkce F 1 vﬁechny JeJi derivace aX do n-tého Fddu jsou
rovny nule.
Potom N, N, C %%, & (4 (N-N)=0

/tedy je=1i Ay =0, Jo 4N =0/,



Na zdkladé této véty /&1 téZ podle vity 62/ ukaite, %e ndsledujici mnoZi-
ny Jsou nulové: .

a/ N = {[xl,...,xr] €E, ; &% + o tax, =D },
ai+...+a§.> o,
b/ N = {[xl,...,xr]eEr H xi+ “ae +x§=R2 }, R>0 ,
o/ N = {[Xyyeeesx ] €By i Blxypeeesx) =0}, kde
B( Xy 3eeeyX)  Je redlny polynom n-tého stupn¥ takovy,
%e alespon Jjeden &len tvaru axf ...:x:"

/kl *...*k, = n/ wé koeficient a #0 ,
gspecidln& nap¥. '

v ¥ ={[xy]eE, 3 (x+y2)2-x3-y3=o},
2/N={[x,y]€E2 x+y2= fx3+y3 }:
¥ 8 ={{xy]€E ; L+y¥= 2062 -PH],

4/ predchozi piiklady aj.

a/ N =‘“:x,y]EE2 ; 4ysinx-e.rcsinxy=0}.

*
5’104- Bua I(l‘ = {[xl,u.,xr]E EI‘ ) x%"’ cee +€ él }
/ jednotkovd koule v E_ /. Ukafte, Ze
r T
. T 2 (27
ol = T 0 g (Korg) = .

1.3-5. ...(2r+1)

8 rovna limita 14 K. ?
emu Je imi r-»E'oo “Ep

5,105, DokaZte nédsledujici tvrzendi:

o0 co 1 .
a/ f¢€ f@+m) = ff(x-!- ‘2% + 1) dx-‘-%’[ff(x)dx +/f(%)d=]:
oo ' 0 1 o

1
b/J ;gx . f(x + 2—':) dx = 0 , existuje=1i tento integrdl.

5,106. DokaZte ndsledujici tvrzeni:

Me N, & pro kazdy kompektnf interval I C B,

Jje Innemn.

253 rll
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5,107.| Definujme funkci f ne mnoZiné M = (0,1) x (0,1) piedpisem:

f(x,y) =% , Je-l1 y racionélnf, £(x,y) =x Je-li y irecionslnt.
UkaZte, Ze |
p ,A .
vV te X ) f/ £ = % )
. M )

. 7
2/ oznadime=1li F(y) = [ f(x,y) dx , Je funkce F v intervalu
(0,1) epojitd, adkoliv funkce: f pfl pevném x neni /s vyjimkou
x = % ; viz téZ ndsledujici kapitolw/.

*
5,108, suauem,, » Ne, , fe &, y 8€ZX,

Definujme fiukel & na M x N pledpisem.

50_(x,y)=f(x).g(y), x€M¥, yeN

/funkce f Jje tedy funkef T proméniych, funkee g funkel s promén=-
nych a funkce ¢ funkef r + 8 promdnnych/. Potom o2 € ZMX” a

fg?=ﬂ_/f.w/g.

MxN
Doka%fte !

3553 211
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