
4. Integrace poa10upbosti a ~ad fUnkci

Necht na mnoZin~ M je dana po skoupnoat funlcc1 f n , kterll na teto mnoZin~

konverguje k funlcc1 f (tj. pro kdde x E 14 pla ti 11m fn(x) = f( x) ). BOOeme.,....
se zaby.,at otlizkou, za Jak;Ych phdpoklado. je tel ,,1..1:, Allfn " ~f. I48me p~1 tom

k d1spos1c1 vny 18 (Lev1ho), 19 (Lebesgueova) a v~tu 20 •

\4.1.1 Pozn4m!sy :

al uvMomte si,!e v~te 20 je v1astn~ do.s1edek Lebesgueovy v~ty. Tedy 
nepodaH-11 ss ne najit fUnkc1 g E:eM (pro ct'll < + 00 ) tak, aby

pro vllechna n a sk.vll. x E II platllo Ifni ~ g , je zbytel!ne vy

lle~ovat stejnom~mou konvergsnc1 posloupnost1 f n · na II (fn pak

nekonverguji na II stejnom~m~ - pro!! .,) ,

bl pfi vylle~ov4n1 stejnom~me konvergsnce posloupnost1 f n na mnoZin~

M pou!1vee nesledujic1 viltu:

"Necht f n ~.f

ozna!!me ef
n

Potom

na mnoz1n~ 14 , pro kaMe n

= sup I f n ( x) - f( x) I .
X€,.,

(n " 1,2, ••• )

je interval 11bovolneho druhu s koncovYmi body
< b :;i .+ 00 ). Necht H je spoj1tIi funlcce v 1nter

existuji 11m H(x) "A, 11m H(x) = B • Necht M1e
.1....+ . .x.../J_

jsou vllechny body 1nterva1u I , v nieh! der1vace

Jak na1ezneme v jednoduchem p~1klad~ supremum funlcce
nesledujici veta:

"Necht leEr
a,b (- 00 ~ a

valu I , nllcht

na mnoZin~ ukazuje

H' neexistuje anebo je rovna nule.

Oznacme

Qx [H( x) , I] mnoZinu {A ,B ,H ( {I)' ... ' H ( ! n i} .
•

Potom SUI' H(x) "max Qx [H(X) , I J • "
JlE I

K teto vete jen dYe strucne poznemky:

11 je-11 I" <a,b> ,pi11eme kretce A" H(a) , B" H(b) ; vime, !e
v tomto p~ipade funlcce H naby.,e v 1ntervalu I sveho maxima (kte
re tedy mOoze naby.,at buato v krajnich bodeeh 1nterva1u I anebo
v bodeeh kde je prvni der1vaee rovna nule c1 neexistuje).

2/ neex1stuji-11 11m H(x) ,11m H(x) , zOo steve veta v p1atnost1,
oX" ca. JI-.,-

polo~ime-li A" lim sup H(x) , B" 11m sup H(x) ,
. ~~ x~~
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3/ pri pouU t1 Lebe sgueovy vllty byvli vyhodne poloU t

g(x) =sup If (x) I (kde N je mnozina prir. ~1ael)
'IH!N n

pro kazde xE M. V tomto pr1pade zvol1me x E M pevne a hledBme

sup Ifn(x) I prea mnoz1nu v~eeh pr1rozen;Yeh ~1s~1 (anebo aleapon

pro v~eehna n ~ no ,kde no je pevne pr1rozene ~1alo). Jak po

stupovat v tomtopr1p~de uk4zema na pr1kladeeh.

POZOR - pr1 vy~etrovlin1 stejnomerne konvergenee hled4me

sup
X~H

d4me

Ifn(x) - f(x) I
sup Ifn(x) I
"-eN

, kdezto pr1 pOuZ1t1 Lebesgueovy vety hle-

1 4 ,2 • Ukazte, ze

.,
lim it dx = 0.,,"'00 (J

[:11 Pro kazde n E N existuje 1ntegrlil jako R1emannOv 1 NewtonOv, ukazte,r 1 1·ze .,f1 n- dx = (+1) ,odkud plyne t~ rzen1.
(J n n « , '1

21 VyuZijte tez odhadu 0 ~J x:: dx ~ J-L dx ~ -L
~ (} n n

31 POuZ1jte vetu 20

0::; .,f1 ..:: ;L )- -n n
'I

fo dx = 0
D

I ) .

xn
al I1mitn1 funkee f(x) = lim -- =0 pro kazde x E (0,1),

12-+00 n

bl t: ~ 0 na intervalu (0,1) (zrejme
n ., .,

tedy lim J~ dx =./ lim ~ dx =
1L~OO (J D 1f-+ClD

(Jako ev1~en1 ukazte, ze a'n = ~

41 Pouz1jte Leviho vetu:
n

al ~ € ~(O,l) pro kazde n € N (pro~? I ,
n+l

bl _x__ ~ t: pro kazdex € (0,1) a kaMe n EN.
n+l n

z5t' (z)

) .+00

je funkeelibovolne x E(O,l)

Dokazte posledn1 nerovnost pr1mo anebo pOuZ1t1m tvrzen1, ze pro

= ~ jakozto funkcez
klesaj1c1 v intervalu (I,

51 POuZ1jte Lebesgueovu vetu:

Hled4me funke1 g tak, aby

I~ I~ g( x) pro v~eehna n

g E ~(O,l) a byla aplnena nerovnost

ENs deehns x E (0,1), sta~1 zi'e jme

poloz1t g =;L na 1ntervalu (0,1).

Zkusme apo~1tst aup:l:. pro x E (0,1)
'/feN n

(tim vlastne dostanema nejlep~1 odhad) , je v1det, Z8 sup ~ = x
,,-eN n

pro x E (0,1), stac1 tedy poloUt v Lebesgueove veta g(x) = x na
(0,1) .-.1/
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--
1 nx

4,3. Dokaitte, ite l1~ [ 1+n2x2 dx = 0

Ill/ Ukazte prtmym vYpoetem.
~ 11

( nx dx
2/ O;:;;J nx / nx dx ~VyuZijte odhadu dx = 22+ _~' 1+n2~o 1+n2x2 o l+n x

/. -,. 1

< /nx dx + I n~ dx = J... + lOG n
2n n

0 %.
Zkoumejte, zda

nx - (0,1)3/ 2 2 - 0 v
l+n x

(nekonverguji stejnomerne, nebot

(J'
n

= max ,{ 0
n

--Zl+n

4/ Pouzijte Lebesgueovu vatu.

Z predchoziho odstavce vyplyva, ze

x E (0,1) , n E N '"* 0 ;:;;
nx

staei tedy po10zit

pok1ady Labesgueovy

dostav&1e

g = !
2

v8ty,

na intervalu (0,1)

J...
2

a overit podrobne pred-

1

J
nx

lim 2 2
x-toOO Len X

o

1

dx =)' lim
" .. 00o

dx = 0 •

.Jako cvi cenf 'se p okuame nalezt "lepsi" odhad, p oLozme

g(x) = sup
?tEN

nx
pro kaZde x E (0,1) •

Zvolme tedy pevne x E (0,1), misto abychom poeitali

nx

H (n) =
x

nx

Zde t-::G..Y j.ovazu jeme n za ." spoji te" pr-omenno u a hIe de jmE:

o( x) =
nx

Od~vo~~~te, proc

Op"t zjistcte, ze

g(x) ~ 0 (x) pro kaZde x E (0,1)

o ~}= 1
2

7,adn,i "lapsi" odhad jsme tedy neobdrzeli. UvMomte si, ze funkce 0
ue n f "nejlepsio" odhadem, je'to zpOsobeno tim, ze misto abychom vy-

- 71 -



iieti'o'(8li supremlllll pi'es mnoUnu viiech pi'irozell$oh at8el N, vyiieti'o
va11 jame vlastnll supremlllll pi'e8 mnoUnu viiech re'lII$ch atsel v ~nter

valu <1, + co ) (podrobnll rozmyalete I). Kdyby tedy vylllo J G =
1 •= + 00 ,stille by mohlo byt J g <+ 00 •

•Viz nllsleduj!c! obrezek:

--------::- ,
~'r

o 1., j i..
Ii.__-:h

I ..

o 1 o 1

Obrezek l!.4

4,4.

5/ Ukazte, ze nelze p~1mo pOuZ!t Lev1ho Vllt~

;
1 &. x

Dokazte, ze 11m dx = 0 I
'IE"'" () 1+n2~

1/ Ovlli'te pi':C.mYm yYpol!tem.

21 VyuZ1jte odhadu

o
J

n T dx ) ..

3/ Ukazte. Ze

valu (0,1)

= n-l-

posloupnost

jest

log n
+-n-) •

nekonverguje stejnomllmll k nule v 1nter-

fY 0: s\IP
n XE(D.1)

o:max{o; £}2 •

je8t

-I-
=max {~ j 0;~ } =

l+x 4 fi

jsou eplnllny pfoedpoklady Lebe8gu8OVy vllty,

D x
~sup ~

11£(1.10) 1+n x

4/ Ukazte. ze

E ~(O.1) JJ

14•5• l ' 7fUkazte, ze 11m -----
71-+00 . ldn dx = 0
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xn
Irii Uka~te, ~e ~ 0 pro n ~ + 00

:!.+Jfn
ale nekonverguji tam etejnom~rn~.

Poeledni tvrzeni dokaite

al tim, ie uklliete O"n = ~

bl podrobn~ z nlleledujicich vzta~:

na 1ntervalu (0,1),

11m"..... (11m )n) = ~ ".
JI-+t. 1+x

21 Poui1jte Lebeagueovu v~tu:

anebo "lepsi" odhadO ~

(0,1 )

n EN.

v

x E (0,1) ,pro

o :iodhad dIIvll"rychlj", ale "hruby"

, 31 POuZ1jte Lev1ho v~tu.:.JI

4,6. DokaZte, ie lim JOO~ dx =0
?l"OO 0 l+in

n-ll Vyuz1jte odhadu

;

00 ,(l
O~ --dx

o 1+x2n

1 00

:Ii J ,(l dx +J x-n dx
o 1

1
= n+i"

1
+-

n-l
pro n ~ 2 •

21 L1m1tni funkce f: f(l) = ~ f = 0 j1nde v (0, +00 ) •

xn
31 Ukazte, ie posloupnost ---,- nekonverguje k f etejnom~rn~ v inter

l+x-n

valu (0, + 00 )

(vyuz1jte vieledku z pro 4,5 anebo neepoj1toet1 funkce f ')
r'1.

Kdyby n1cmtln~ b;,'10 ~. ~ f v(O, + 00 ), nemohl1 bychom stejn~
l+x

pOuZit v~tu 20 (pro~?).

41 Poui1jte Lebesgueovu v~tu, vyjde

n ~ 2 ,

,(l
-- = -JL. tedy g f/ ~
1+x2n 1+x2 (f),+oo)

+00

ie J f = + 00 ). omezme ee proto nas ' 1

= --4 E:e /0+00)
l+x (',

g(x) = sup
"EN

(jc okem"1tc v1det,
n

potom sup-z..
.. 11: 2 1 2n+x

V'e si podrobne rozmyslete a provedte I

51 Fouiijte Leviho v~tu~

= !.r;:
dxE. 7 . Doka zte , ie 11m J""--------

.... DO 0 (1 + If) n
n
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4
"7

00

IflI 11m f
n(

x) =e-x J e-x dx =!
ll-+OO

0

21 Ukazte, ~e plat!:

1
~

1 ::= ~
n E N x E (0,1) ~ -- --

x n '0 v: (X(1+ii) •

> 1 <:: -n
n - 2 , x E (1, + 90 ~ = (1+ ~) =n y-;- n

( 1+ji)

= [}; (~) • (~jf1:; [~ n(n-l) ~
1

Polozime-li tedy g(x) = - pro x E (0,1) • g(x)
fX

pro x E 0.',+00) , jest g E :e/ ) (oMvodnete I ) a mu~eme
(0,+00 .

pouzit Lebesgueovu vetu~

4,8.

00

J log( x+n) -x
Dokazte, ~e lim --------- e cos

1t~OO '0 n .
x dx =°

~I Limi tni funkce je rovna nule na (0, + 00 ) •

21 Po~ijte Lebesgueovu vetu a vyuZijte vztahu:

e/ n EN x E (0, + 00 ) ~
log (x-n) < x+n ~ 1 + x

n n

bl e-x (l+x) E

A

4,9. Bud 0< A < + 00 ,potom lim J--e_
11"''''' 0 1+nx

dx =0 •

!rP.>uZijte Lebesgueovu i Levlho vatu, vy~ijte vztahu

e
x3

<: x3
x E (O,A) , n E N ~ - = e E :ero,A).:Jl

l+nx

Ne v~dy je pravda, ~e

t, --+ f
n

Uvedme pi'iklady

na

4,10.1 Definujme pro kaZdll n E N

fn(x) = n sin (.7'nx)

fWlkci f n ne <0,1) takto:

1pro x E <0, ii ) ,

f (x)
= ° pro x E<g , 1>.n

Potom ef r -+0 v <0,1> ,n
~ •

bl Jr =~ , J 11m rn = °o n :r
II " ...00

MO.~e byt r ::::::to v <0.1 > ?n
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1 4 ,11.1Def'1nujmef'unkce f'n na <0,1) jako v pt. 4,10,

poloitme l!n= (_l)n • f'n v <: 0,1 >
~

Potom: a/ 11m l!n = 0 v <0,1) , tedy 111m l!n = 0 ,
ll+'" (_l)n 2 D

b//Bn = ". tedy 11m IBn neexistuje
11: ....00

D D

J:ak je to sa stejnomernou konvergend posloupnosti l!n na <: 0,1> 1

I4,12~1 Naleznete posloupnost spoj1tych a nezapornYch f'unkc! f'n def'1nov8nYch

v E
1

tak, sby

s/ lim f'n =0 v E1 '
Il+DO

, ...
b/ lim ~f'n neexistovala •

... 00 _.

14,13:\ Naleznete posloupnost spojitych a nezapornYch f'unkc! f'n 'def1novanYch

v El tak, aby

(pro/! 1),

* 0

f' \,0 v
n

DO

11m J rn
,,~oo -00

bl

al

00

Zi'ejme v tomto pi'!pade vitdy bude existovat 11m Ls;
OCt 7t ... 00 _GO

lze najit r tak, aby 11m J f'n byla kone/!na 1
n 1!'+00 -00

fNelze, to by byl spor s Lev1Qo vetou - odllvodnete .:J

v dalii!m se budeme zabyvet 11m1tami integralll "zav1slYch" na parametru.

Bull. f'(x, ec ) f'unkce dvou realnYch promen"ych a), ptedpoklade.1J!le, ita pro

urHt~ hodnoty oc existuje, J f'(x, a: ) dx (phsnej1 - exist~je 1nte-

l'
*IX If,

gral f' (x) dx pouUjeme viiak prvn!hO, byt ne zeals korektniho

ozna/!e':,!). Je v1det, ite hodnota integralu l' f'( x, a )dx zav1s! obecne
""na volbe parametru a (a Uit pochop1telne DB funkc1 f' a mnoitine 101),

tedy J f( x I a )dx je vlastne f'unkee promenn~ a , znal!me
If

F( (J( ) = J f'( x, a )dx •
If

Souborem otBzek, kterYmi se budeme zabYvat, je, jak vlastnost1 funkce F

z8v1sej! DB vlastnosteeh f'unkee f'. Abychom mohl1 vllbec mluvit 0 f'unkc1

F ,mus!me urHt, pro jek~ hodnoty parametru a existuje I f(x,a)dx

a je kone/!nY. T!mto jame se zabYval1 v 3.kapitole, kdy jams urllova11, do

jek~ho systemu dana f'unkce patH. D81e nas zaj!mal., za jakYch podminek

ex1stuje 11m F (a ) , kdy je f'unkce F spojita, kdy existuje F· ( a ),
a .... «4)

xl Obecne f'unkcem1 vice promennYch a pt!padem, kdy parametr a prob!bal.
body nejak~ho metr1ck~ho prostoru, se zabyva kn1ha V.Jarnika"Integr61
n! pollet II H.
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I-
kdy IF (a ) d IX a pochop1telnll, jak se da limita, der1vace c1...
integral tunkce F poc1tat. Otl1zkou vYpoctu 11m1ty 11m F (a) ae bude-

a~«.

me zabYv'at v tomto parsgraf'u, ostetn1m1 otl1zkami al! v llest~ kepitole.

Zopakujte s1 znovu Lev1ho a Lebesgueovu vlltu. kter~ budeme v dal1l1m

pouUvat. Rovnlli tak s1 pr1pomente nasledUj1c{ vllty (Heine):

1/ Buche c. A EO E: • necht tunkce f je def1novana. v j1sUm reduko

van~m oko11 bodu c. Potom

11mity!

11m f(x) = A ... pro. 11bovolnou posloupnost
.x-+c
a. --+ c .• (pro kterou je definov4no f( e::t'n) )

(Vyslovte t~i obdobnou vetu pro jednostrann~
/

vjznam t<!to vllty).

2/ Necht runkce r je derinovana. v 1ntervalu
Potom

an •
jest

an ~ e ,
11m t (an) = A........
a uvlldomte s1

~ pro 11bovolnou posloupnost11m rex) = A
x .. b_
an /" b jest 11m r( an·) = A

" .. co
V cem spoc1vQ rozd11 obou vet?

Uve:lme nyn1 jednoduc!l.Y pHklad.

a ....... 0
n

polo~me

a a > 0 ,
n n

(n = 1.2.3 •••• )a pro kaido! x E (0.+00)

viz pt. 3,32 •

(0,+ 00 ).

2/ Spocteme 11m f' ( a) •
a...,. 0+

Zvolme tedy I1bovolnou posloupnost

'S/ Ukazte, ze . e-a.x
2

u> /.)II U € 0<. (0,+00) 4=+ a € f 0, + 00 ,

"Der1n1cn1m oborem" tunkce F jest tedy interval

J"" _ax·
Vylletrujte F( a) = e dx

D
14 ,15 .

•«o:.. .)(= e£n(x)

ztejmll £n E A (0.+ 00) (proc?). £n> 0 v (0.+00)

kaid~ x € (0.+ 00 ) jest £l(x) ;:;i £2(x) ;:iii £3(x) ~

Odtud podle Leviho vety dostBvame (provllrte.deta1lne!).

• Mle pro

••• •

ie 00 00

11m j£n(X) dx = J 11m t (x) dx • tedy
""00 II " ..00 no CD • ;00' a Xl

00

11m J e-«"x dx = lim e- .. dx = J! dx= +00 •.... 00 (J 71' ..CD• D

Podle predelll~ poznQmky je tUd1i

pou!1t t~i Lebesgueovu vlltu?

l1mF(a) = 11m
a .. 0+ a ...0+

Mohl1 jame pr1 vjpoctu

00

J -«x·e dx=

°l1mF(a)
«"'0+

+00 •
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31 Doklileme. h 11m F( a ) = 0 •a..+...
al Zvolme 11bovolnou pos1oupnost an' an > 0, an~ + 00 '

(nemust bit monotonnt! ). pfedpok1adejme napi'tldad. Ie a'n== 7

(pro~ to mOleme p~edpok1adat7). Po1olme opet

-t% x·
fn(X) = e x pro x E (0.+ 00 ) • n =1.2 ••••

7i'
Zfejme opet f n E ~(o + 00 ) (pro~7) a pro kdda n E N

-, ' . -7.x%
a kalda x E (0.+ 00) p1att o;lii fn(x) ~ e •

Protole e-"X' E ~(O.+ 00 ) (odo.vodnete jako v pi'. 3.32). jsou

splneny ptedpok1ady Lebesguaovy vety a tudH

a E (0.+00) • x E (0.+00) =+

a€(o.+oo) •pro

"0 mOleme tal pouztt nerovnoeti

-ax2
L -a(2x-I)(vi' '"e ~ e z p.'. 3.~

11m
'f~OO

co

J 11m fn(x) dx • tedy
() ......

co I . 00 I ,,00

11m je-a"Xdx = j'11m e-a• x
dX = J 0 dx = 0 •

...00 0 () "..... 00 ()

opet v1dtme. Ie 11m F( a' ) = 11m le-ax'dx =0 •
a'''+OO 11'..+00 ()

bl PouUjte p~1 do.kazu vztehu 11m F (a' ) = 0 Lev1ho vetu.
/1'.. +00

cv1~entm 5.84 b • pod1e kteraho je41 Vis1edek porovnejte sa

F( IX ) = ! 17f
2 a

51 PH Mkazu 11m F( a' )
a.. +00

Postup pi'1 v!Po~tu shora wedenich 11mit nas vede ke dvema nas1edu
jicim vetam. ktera s1 snadno sem1 dokalete.

V1z tal V.Jamik, Integralnt po~et II. veta 106).

Bua M C E1 mefi te1n8 mnoZ1~. bua -00 l!!iO a < b';;; + 00 • necht

f'unkce f(x,a) je derinovana v )4 X (a.b).

Necht plati:

11 Pro sk.VB.

a € (a,b) je

jakozto funkce

21 pro kaMa

'f(x.a)

x E M existuje 11m f( x. a') .. 9' (x) •
a..b_

t*'/ZE A (tj. nepfeenej1 - tunkce
, )4

x je mei'1telna v M).

11m
«-+6_

(Je-li b .. + 00

symbol (){ ---+ + 00

31 existuje funkce g €:eM tak. le nerovnost

I teXt a )I ::5i g~ x) je splnena pro vlleohna a e (a .b) a pro

sk.vs. x E f;l •

Potom je Sf' E J(.M a plati

j' f(x. a )dx" .If!' (x)dx •
,of ,of

, .rozumime pochop1te1ne symbo1em a ~ b_

). Vyelovte obdobnou vetu pro lim1tu zpraval
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I 4,17~ I (Viz t41 V.Jam:!lI:, Integr4ln:! pollet II. etr. 300).

Bua M C E1 mil!'1teln4 mnoUne, bu! - 00:;;; a < b:si + 00 ,necht

funkce f( x, IX) ole definov4na v· M X (a ,b) •

Necht plat:!:

1/ pro ek.vii. x E M exiatuole 11111 f(x,ex) = y(x) ,
« ..IJ..

2/ pro kddd ex € (a,b) ole f*/Z fi ~:

3/ pro ek.vii. x fi M ole r(x,IX) ::: f(x,;.1>, kdykoliv

a<a:S;3 < b.
~

Potom ole y € it!11 a plat:!

11m J t(x, a:) dx· J y(x) dx •
«-00_ 11 11

Ddkszy techto vet olaou vlaatnii olednoducnymi ddaledky Lebaagueovy a Lev1ho

vety. Tyto vety a1 nemua:1me pamatovat, v praxi mlliete vzdy poatupovat

jako v pf:!kladu 4,15 - col nebyl0 vlaatne n1c jin~ho nez dllkszy vet 4,16
a 4,17 •

r /'00 $-1 -oX ]4,18. Spol!tete 11mity f'unkce (a) = -{ x e dx v kraoln:!ch bodech

ole ol:1ho -def'1n1l!n:1ho oboru-.
aD

ri7 Zolist:!me, Ie .I xS
-

f e-~ dx je konel!nY, prive kdyl a e (0,+ 00 ).
o

(Viz pr. 3,43).

2/ Dokslte, l!e 11m r( a) =+ 00 •
S-oOO

Zvolme 11bovolnou poaloupnoat an' an /' + 00 • Potom

x E (0,1) =9 x S. - 1 a-x ~ X S ..- f e-.x ~ x&&-f e-x ~ ... ~ 0 ,

x € (1,+ 00) .... 0 :Ii xs..--t . e-Jl;:!i x S.. - 1 e-X =r XSr1 e-Jl~•••

Odtud je v1dilt, Ie nelze poul!:!t Leviho vetu ( poaloupnoat f'unkc:!
S ...-1 -x

x e nen:! monotonn:! v celilm 1ntervalu (0,+ (0) ) ani
&..-1 -x

Lebeagll80vu viltu (sup x e = + 00 pro x E (1,+ 00 ) ).
"~iV

N1cmme lehko zj1at:1te (provedte podrobnii I ,pokud molno podle

obou vet), Ie
..

11m f x S - 1 e- x dx =
$0++00 "

ted,y 11111 r (a) = + 00 •
$ ..00

3/0bdobne dokalte, Ie

0, lim
S ..+1lO

= + 00 -=..JJ

dx =+00 ,

4,19. Dokalte, Ie J f dx

D log( a -siDx)
= - 00 I

IIZYOl te 11bovolnou poaloupnoat an' a L: (-2. 1) "" -" 1
n ~ 10' ' ......n" -'

log( (%.2 - s1nx)
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Podle Leviho vity (provlidijte vile podrobni I) jest

11m J:f = = Jf =
tit .. 1_ • loge Q: -s1nx) D loge 1-s1nx)

posledn:! integril je roven - 00 --.JI
Lze v tomto pi':!kladll UI uUt Lebesgueovu vitu?

a

4,20.
GOc-Ukalte, Ie 11m e •

k-.+oo D

sinax
~ = = 0 pro 11bovoln4 a €. E

l

r;olte posloupnost ~ , ~> 0 , ~)" + 00 • Ukalte, Ie posloupnost tunkc:!

e-k.,Ji.. .ainu nen:! monotonn:! v 1ntervalu (0,+ 00 ), nelze tedy uUt
x

p~:!mo Lev1ho vitu.

~eJmll viak plat:!

I -k,..x
e • s1nax I '" e-k • x Ie~Mx I Y'x == E .v(O,+ 00 ) ,

tedy Lebesgueova vllta dlivli

GO Ii- sinax11m !e k.x - dx = 11m
.~+OC/I II x 1t~OO

00

e-k71
" .~ dx = j' 0= = 0 •

X D

00

1 -a C(a)
e dx=--

D II:: '

Pi':!klady tohoto druhu viak nemus:!me vldy feU t automaUcky pomoc:! Leviho

C1 Lebesgueovy vl!ty, leckdy mdleme postupovat p~:!mo.

Ke p!'ikladu, polol:!me-11 C(a) =max ls1naxl pro a E E
l

,
)(E(O,+IID) x

jest 00 00

11~-k.. s1;X ~ I~11 e-a .

odkud snadno plyrie naie tvrzen:!..:..lJ

.. -t:t.x
4,21. Dokaite, Ie 11m J:--r= = 0

ex .. +... D l+x

rv Ukaite, ie
-axe

1+x2 E ~(o,+oo) ~ a E (0,+ (0) .

2/ pouz1jte Lebesgueovu 1 Lev1ho vl!tu

3/ vyUZijte t4z odhadu

14 ,22. DokaZte, ie 11m 1:-.111. dx = .!.
110+00 D

~ Pouzijte Lebesgueovu vl!tu a vztahu..
n ~ 1, x E (0,+00 ) ~. e-X ~ ~(x) E :1:-(0,+00) ,
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k4e ¢(x) =l' pro x E (0,1>, ¢(x) =e-x

pro x E (1,+ 00 ) I

21 pouUjte Leviho vetu - tuto nell,Hete pou!:!t primo na ce;Ly interval

(0,+ 00 ), ale lehko ji lze aplikovat zvU.llU na, intervaly (0,1)

a (1,+00 ),zi'ejmll

1 00

j _ X 1t f-.x71. II
lim a dx = '1, lim J e dx = O..L.-li

11. ... DO D ,.. -+GO .,

~ Rallte Msleduj!c! pi'!klady •

11 Zkoumejte, zda lze provest limitn! pi'echod za integral!n!m znemen!m

v Msleduj!c!ch prikladech (tj. zkoumejte, zda plat!

llimf = lim ft )
Jf Il+ClD n n.. co H n

al fn(x) = i pro x E (n,+oo ) , fn(x) = °
jinde v E1 , 14 = E1 ,

bl fn(x) = n2x(1 _ x)n , 14 = <0,1 ) ,
cl fn(X) = n x-n,2- , II = (0,1)

dl fn(x) = nx e-n,2- , 14 = (0,1) , (1,+ 00 ) , (0,+ 00 )

cos x dx ,

,dt

21 Spol!!tejte nesleduj!c! limity:
00

J -xyal lim e sin x cb:, lim
Y++CO 0 2 1 Y++GO

f x+
bl lim a dx ,

<l+o+ 0 x2+ 1
• -Jt'(t"+ 1)

cl lim 1-e- .,,-- 
.x"'+CO 0 t 2+ 1
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31 Ukaltte, 1te

:f-
lim J (cos 2ax) log sin x dx ..

41 .. 0... 0

41 Bua t € :eM' 'P E AM • potom

of
flog sin x dx •
•

• lim arctg[n $O(X)] dx •"...- .

lim fl(x). arctg [n rp (x)] dx" f t(x)
• ,,+00 H H

Dokalte I llemu je rome posledn:!. lilDita ?

51 BuC\ 11" {[x.y] E ~; x E (0.2) • Y E <O.l) } • Potom

lim ffarct.g n (x
2 - -r) dxdy" r

...+00 H

61 Bua K mno1t1na vlech racionA1n1ch a:!.sel int.ervalu (0.1) •

necht K" {rl ., r 2 • r 3 •••• }. Oznal!me ~ .. {rl •••••r n} •

f'n = ,/f'n je tedy charakteristiclai f'unkce mno1t1ny ~ I.

BU<l. D Dirichlet.ova .t'unkce v int.ervalu (0.1) Iviz 2.31/.

Dakalte. Ie

a/f'EZ
K

n •

bl t n /' D v (0.1) •

cl fUnkce t jsou spojit~ v E
l

alt na konel!n$ poaet bodd.
n 1 ,

existuj1 tedy (Rl f, t n • (ZN) f, tIl •

d/ (R) j'f'n = (ZN) f'tn =° .
• ' f t

el naexistuj:!. (R) f J,.im t n • (Zlf) /11m t n •
• • ...CD· .• ....+CIO

Lze pou1t1t v t.omto pHpad~ Leviho v~tu pro Lebeagueovy integraly.

tj. plat:!. lim (L) l'tn = (Ll /'11m f'n ?
.. -.- 0 II .... GO

. Mdle byt f'n E ZR ?

71 Pi'edpoklll.dejma. Ie f'unkca tn' In = 1.2 ••••1 i f'unkce t jsCf

riemannovsky integrovateln~ na <a.b) Itj. axistuj1 (R).! f'n •

j
et Q.

(R) ... t I. Pi'edpoklll.dajme. Ie existuja K E EJ,. tsk. Ie

If'n(x) I ~ K pro ka1td~ x E <a.b) a ka!d~ n EN. Nech{ dlila

Co lze Hci v pf'1pad~. vynachll.ma-11 ''pi'adpoklad existence

8/ Nech1. f'n jsou spojitil f'unkce v interva1.u <0.1.>•

f'n---+f' na <a.b)

Plat:! potom •. ze I
--+ (R)/t ?

(R)/r ?
it-

- 81. -



•

Doka~te ! Lze vatu zobecn1t ?

91 Necht £n '" 0 v mnoiana IU, £ = 11m £
" ..+"" n

v 14. DokaHe I

101 Necht £n' £ E ~H' 11 £n - £ I ~ 0 •
11

dokal!te

v 14. Potom £ fV 0

otazkou, za jakjch pi'edpoklado. je

v daUim Sf! budeme zabyvat 1ntegraci i'ady f'unkci. Necht na mnoiane

~ Vil ,necht pro k.al!d~ x E II existujs sou-ft·, ~

(koneeny nebo nekoneeny), oznacme v = L Vn na II •.,,-1
14 je dana i'ada £unkc:£

00

cet L. vn(x)
It-'

BOOeme Sf! zabyvat

Jv =
GO

L. r, tj.
H 11.-'" n

kdy plati Jfv = f /vn •/WI ...., n 1t -1

Mlime opat k d1~poa1c1 hlavne vety 21 (Leviho), 22 (Lebesgueova) a vatu 23.

Opat si uvidomte, lie veta.23 je dOsledek vety 22

4,24. Dokal!te, l!e

.,J log(l + x)
D x

Ir"i"I Nejdi'ivs vl!dy zkoumejte existenc1 tohoto 1ntegralu (jako cV1ceni,
nebot pro vlastni pouia t:! vet 21 - 23 je to zbytecnll). Uka~te,

l!e tento 1ntegral ex1stuje jako RilllllSn11o.v.

21 Pro x E (0,1) jest

log (1 + x) =
n+l

x
n+l

x

(rozvoj £unkce log(l+x) ; tento rozvoj odvoate

al pomoci Taylorova rozvoje,

bl ze vztehu [log(l + x)] I = l~ =

aD

te<iy log(l+x) = L.(_l)n~
ll-" l+n >

.,f1 )
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n ,/'
3/ Polozte vn(x) = (-1) ~

je stejnomcrne na intervalu

a ukazte, ze fada L vn konvergu
7f·1J

(0,1). K Mlcazu tohoto tvrzen! pOuZij-

te napf!klad Dirichletova kriteria, kde pOloz!te

pro xE(O,l) ;

mus!me overit, ze

al ~(x) ~ b2(x) ~ > ° pro x E (0,1)... - ,
bl funkce bl je omezena na (0,1) ,
cl b ...... 0 (0 ,1) (odhad Ibn (x) I <: 1 ) ,n ...... v = ii+I
dl exi stuje takove C >° , ze

I,t a (x) I~ C pro vllechna x E (0,1) a vllechna KEN.
,,=D n .

4/ POuZitim vety 23 dostedme tedy

a/
log (l+x)

E .:c:(O,l)x ,
• fJ log (J,+x)

00

j(_l)n x!' 00 (_l)n
dx';'L Lbl dx=

(n+l) 2D X 71=0 D n+l "=0

a pOuZijeme-li vysledku cviceni

•J log (l+x) dx =
D X

5,85 , dOstavame

J
~------------------------,

r'J-

'6dx = -
(l-x)

,
J_1o-,g~__
D x

Dokazte , Ze4,25.

1/ Jako cviceni ulcazte primo, ze integral konverguje.

21 Ukazte, ze plati

log(l-x)
x E (0,1) ~' x =

00

L1/_,
n-l-x- n

3/ Pouzijte Leviho vetu 21 (predpoklady podrobne overte!),

dostavate tvrzeni
a/ log( l-x) E;e k'

x (0,1)

bl

,
/ log(l-x)
D x

dx =
00

L1/_,
-1

~

7f'J

6

pouZijeme-l1 opet vysledku z pro 5,85.........J1

(Zaroven jame tim uJ<ezal1, ze log( l-x) E
x

~ r •
(0,1)
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4,26. Ukdte, l!e f eX: 1 dx konverguje

•
fl; Dokal!te pi'!mo, metodBlll1 -jako v 3. leapi tole.

21 Uka l!te, :te plat:!

x x
xE(O, +00) =+ =

eX _ 1 aX
• ( 1 ) =

1 - e-x
00

=z.... -(n+l)x
xe ,

tedy podle Leviho vl!ty (prove:ite podrobnl! I )

Jak nyn1 spol!1tmne

00 00
L /xe-(n+l)X dx •
lI-D •

00J xe-(n+l)x dx ?
'Ij

V1me, l!e existuje jako Lebesguedv (prol!?), lehko jej spol!1t8me

podle vl!ty 0 integraei per partes (vllte 70 - uvlldomte si, l!e nemlime

k disposiei vl>tu 0 integraei per partes pro Lebesgueovy integrlily!) jako

Newtondv, tellY
00

J -(n+l)x
(L) xe dx

•
=

co
(N) )" x e -(n+l)x dx =. '

1-
(n+l)2 •

Konel!nll tedy dostlivmne - opl!t s pouUt1m pi'. 5,65

= Tf.
6 •

T1m jame uklizali konvergenei tohoto integrlilu a Dav1e jej 1 spol!1teli.--1

00

J xdx .".1-

e X+ 1 = U
D

r-t/ Opl!t nejdf1ve ukaite - l!1atll jako cv1l!en1 - l!e

2/ Jako v minullim- pl'1kladu ukalte, Ie

x
x E (0,+ 00) =+ ~x~-

e + 1
=

00

L (_l)n xe-(n+l)x •
."..

(pro!!?) ,

Lsv1ho vlltu nyn1 poui1t nemdieme (prol!?),
pi'edpok1edy Lsbeagueovy vUy 22 :

a/ (_l)n x e-(n+l)x EA
• (D, +110)

ovlll'1me, Ie jaou IIIlnllny
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00

bl pot~ebujeme odhadnout aasteanY souaet ~ady 2: (_l)nx e-(n+l)x ,1/-.
N N 00

IL (_l)nx e-(n+l)X! ~ LI(-l)nX e-(n+l)x I ~ Lx e-(n+l)x
n.o "_, n_D

(d~kladne s1 tento obrat prornyslete I).

Aveak podle minul'ho cviaeni vime, ~e

00

Lx
11=0

e- (n+l ) x = x € <Px-- .... /0 +00) .e - 1 (',

Volime-li tedy g(x) = , jsou splneny p~edpOklady

Lebesgueovy vety a jest

00

J~ =x .
• e + 1·

n
(-1)

(n+l)2

4,28. Bu1i q ) ° , p > ° , potom dx=
(_l)n

p + nq

ll1.1 Je-l1 q ) ° , potom integral

konverguje, prave kdy~ p >°

1 xP-l11 + xq dx

• Doka~te p~imo jako cviaeni

q 0-1 1
= (l - x ") • r· 2

1 - x q

2/ PouUjte nasledujici upravy

0-1x·
~nq

a Leviho v~ty (prove1ite podrobne I) •

31 Zkusme denY integral spoaitat pomoci Lebesgueovy vety.

Pro x e (0,1) plati

y?-l

1 + xq
= p-l + nq• x

polozime-li nyni pro x E (0,1)

pokusme se 0 to stejne

je

neni jiZ

00L y?-l+nq =
1/-'

p-l
x

g(x) =-q
1 - x

aastean' souaty, aleg majorante pro

=

sice funkce

Pot~ebujeme hlavne odhadnout aasteen' souety,
jako v minul'm p~1klade 4,27 , dostavame

N NIL. (_l)n ro-l+nq I :a' L I(_l)n xP-l+nq I~
'11.. 1 1/- 0

y?-

1 - x
q

g E :t(O,l) (uka~te I) •

Je to zp~sobeno tim, ~e nae odhad byl p~ilie "hruby" , odhadneme
proto casteen' so~ty "jemneji".

- 85 -



I~ (_l)n Xp-1+nq l =Ixp- 1 ~(_l)n. xOql =I' xp- 1 .1-
"-0 "-0

2

1 + x q

a posledni funkce jiZ leH v syst~mu ~O,l) •

M~zeme tedy pouzit Lebesgueovu vetu,

(_X)Nq+l I~
1 + xq

00 1

dx = L /(_l)n xP-1+nq dx =
11-0 11

f. ,_l)n

1/=0 p + nq .~

B Poznamky k pfikladu 4,28:
xP-1

II Ukazte, ze ~unkce
l-xq

'R
E :;e (0,1) - :t'(O,l)

~I Dokazte toto tvrzeni pfimo,

bl dokazte tvrzeni t~z pomoei Leviho vety:

1J xP-
1

dx =
D 1 - xq

1

J f xp- 1 +nq dx =
o lI w l)

00

L.
71=D

=

00

.L
11=0

1

p + nq
= +00

2/ Zkusme do daneho integralu a fady dosedi t urcit~ hodnoty p,q

dostavame:

log 2 = 1 1 1 1 (p=q=l)- 2 + 3 - + ......
4

,
7T = I - ! + ! - ! + (p=l, q=2) •T 3 5 7

......

nemohli jame tUdiz uzit vetu 23

rkdyby dana rada konVerfi,Ovnla .st,,;;: jno:n6rnb,,~ (0 ~l)

vergovat fade f lim (_1)ll "p-l+nq = L (_l)n
11=0 X-t 1_ 11=0

4,30.

31 Ukazte, lie

Dokazte, ze cos

nekonve r-gu.ie stejnomerne v (0,1),

muse 1a by kon-

rl/ Lehko ukazete J ze integral konv ec.ru.je ~

21 Pouzijte vztahu

cos y =

a ukazte, ze

00

L (-1) n.
11 =0

o
y~n

(2n)
pro

e-X • cos -xe •
xO

(2n)l
pro XE(O,+OO).
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3/ POuZiJte Lebesgueovu vetu, Jest

N

(~) 1I
00 Y!'IL (_l)n e-x <: Le

-x- (2n)!71-0 ."./7
00 "J1l

Polozte g(x) = L e-x • a ukazte, ze g E :t(0,+ 00 )11-0 (2n) !

(posledn! tvrzen! plyne napHklad z Leviho vety -

n
X

- ,<be =
(2n) !

00 n rL-:""
71=0 (2n)!

a posledn! ~ada konverguJe, Jak zJist!te lehko nap~. pomoc! d'Alem

bertova kriteria anebo odhadem ..AL ~ 2-n) •
(2n) !

Tedy

00

j -x
. e cos

D
(Xdx

=
n!

(2n) !

00

kde Jsme pOuZili, ze J e-x • Y!' <be = n I "' odo.vodnete U-J
D

I 4,31°·1 Poznamka.

Funkci g pro pouzit! Lebeegueovy vety Jsme hledali v pt!kladech 4,27,

4,28 a 4,30 ve tvaru s = t; Ivn I . Bylo-li g E ~14 ' mohli Jsme po

uZ!t Lebesgueovu vatu, vylllo-li Jg = + co (nap~. v 4,28), museli Jsrne
H

volit lepe! "JemneJe!" odhad ~i postupovat Jinak. POuZ!vSme tedy vlastne

tuto vatu (viz vatu 3,5 skript /:lem! - Mai'!k) :
00

"Buche vn E AM' k ,~ I vn 1< + 00 • Potom ~adaoo

konverguJe absoluu{e sk.ve. , L vn E.:e14 a ~ ( L
00 .,,-., 71-1

= ~ ~ vn • "

Dokazte Ji !

1

4,32. Ukazte, ze .IxP

o
pro p+l >° .

rLehkO zJi st!te, ze integral ex! stuJe Jako Lebesgueo.v, pomoc! vety
o integraci per partes pro Newtonovy integraly JeJ pak spo~!tate jako
Newtono.v ..:JI

1 4 , 33 , Dokazte, 'Ie

r;:i SUbsti tuci (a~ jiZ pOuZijete vetu pro Lebesgueovy ~i Newtonovy
integraly) se ptevede na integr6.1 z pt. 4,25 • Provedte detailnl!
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2/ Integral spo~tite tell pomoc:! Leviho vaty, vztahu

00
log x = L xn • log x pro x E (0,1)
1 - x 11=0

a pt'!kladu 4,32 .:.J

~ DokaZte, lie
~ ,

IX.log ! .".%
al dx = 6 -1

• 1 - x
~

b/
J x2.1og ~

dx
7[2

-1 - ..J.= 21.o 1 _ x 6, 1
71'2

c/ / log it
dx =

D 1 + x 12
~ 1

d/
JX.I0g 51

dx = 1-
71'%

0 1 + x 12

j'~ 2 1 7T2. 1x .log i
e/ dx = -- -1 +-

0 1 + x - 12 22

/4 ,35. Dokallte, lie

,
J ' 1
log

o 1 - x
dx=.1.

~/ Integral spoctate jako Newton~v - per partes.

2/ POuZijte tell Leviho vatu a vztah

1
log ------ =- log (1 - x)

1 - x

Nezapomente, lie

pro xE(O,l).

=
00

L
11=1

(.1:...
n

1
n+l ) = ~.J

4,36. DokaZte, lie
~ 1 7Tz.

a/ J log i
2dx = 8o 1 - x

, 1
7T2.

b/
lX.IOg x

dx =
• 1 - x2 24,
.I. 2 1 7T"

c/
x .log it

dx = -1o 1 _ x2 8
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~v~ech prikladech pOuZijte

1/ rozvoj funkce --1--2 , Leviho vatu a priklad 4,32 ,
1 - x

2/ anebo vztahu

1

1 - x2
=

1
2

. (
1 1

...,..;~- + -)
1 - x 1 +x

a

vYsledk1l pHkladO. 4,33 a 4,34..:J1

4,37. ,DOkazte, ze
•J log x •

D

7fl
log (l-x) dx =2 - -g-

~Uzijte Leviho vatu, dostanete
1

flOg x • log (l-x)dx
•

log x dx =

co
= L

k·1

00

=L
k-1

7f~

1 )=2--
6

II
(k+l)~ J

4,38. Dokazte, ze
~

flog x
D

.".1
• log (l+x) dx =2 - 210g 2 - ~

rPouZijte vztahu

x E (0,1) ~ log x • log(l+x) =
k"k- . log x

1/ Dale pOuZijeme Lebesgueovu viHu (ci vztahu z pozn8mky 4,31), dost9.
vame

I t.. (_l)k+l
k-' I

oo;r
• log x ;;a L k . log x = log x .' log(l-x) E

k.1

E .:e(0,1)

(podle prikladu 4,37) anebo

2/ pouzijeme vatu 23 - ukazte, ze rada

konverguje stejnomarna v

te Dirichletovs kriteria,

a (x) = (_l)n
n

~ (_l)k+l • x: . log x
k·1

(0,1). K dllkazu posledniho tvrzeni pOuZij-

kde polozfte

xn
= - --- • log x ,

n

anebo pouzijte Weierstrasova kriteria

(ukazte, ze (_l)k+l x: . lOgXI;;;; * v (0,1» •

co

Lk., k

V kazdempripade obdrzite, ze
~

flog x • log(l+x) dx =

•
- 89 -
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k 11"%.
( ~ _..l... - --l.-2 ) • (-1) = 2 - 210g 2 -12

J< k+l (k+l)

kde jsme pou!lli v,YsledkO. z pi'. 4,29 a 5,85..J1

_ yZ

12
loge l-x) dx = 1

7TZ
_ ..:l..

• loge l+x) dx = 24 2

Dokalte, Ie
1

a/ .lx.10g x •
o

1

b/ /x.10g x
D

4,39.

4,40. Dokalte,

., p

ze J_x
l-x

D

log;l; dx =x
1

pro pe(-l,+oo ) •

r-i/ Ukazte, Ie integral pro. p) -1 konverguJe.

2/ Pouzijte Leviho vatu, rozvoj funkce -l-- a priklad 4,32 .11
l-x --=.JJ

4,41. Dokalte, Ie

.,
JxP
o l+x

log;l; dx =
X

00

L
/c-O (p

pro P E(-l,+OO) •

~/ Ukalte, Ie integral pro p >-1 konverguje.

·2/ Pou!ijte Leviho vatu a vztahu

00

L log ~ = (l-x) • xP • .Log! • L x2k
l+x x ksO

3/ POuZijte Lebesgueovu·vatu primo, "hruby" odhad castecneho souctu

tady L (-1) k • xP+k log ~ d8 majorantu l~P log ~ , "jellUlejai"
"00 2xP " x

odhad d8 majorantu --. log -xl , oboji lze uZit ."
l+x ~

Dokazte, ze.,
a/ J~

o l-x3
411"Z

log ;I; dx =-
x 27

•
J l - X

b/ ---..
o l+r'

log ~ dx = •

~ Mdzeme pou!it rozvoje £unkce

dostaneme

1

kJ pro x E(O,l) a Leviho vatu,

1

f~
o l-x3

log log ~ dx +
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00 • CO 00

L J ~k+l • log ~ dx L 1 L 1
+ = + =

k-D I k-D Dk+l)2 k'D (3k+2)2

00 co
1 .".2- 72-

= L ~ L. Dk)2 = 6" -t Tk-1 k-1

bl Mllzete pOuZit rozvoje funkce
bodu ai, dostanete

1
l+;! , Lebesgusovu v~tu a vjsledku

J I - X 1
~ log - dx =

•.1+~ x

=
(-1) k-l . .".&

=
Dk)2 12

- !
9

4,43. Dokazte, ze ~~Og ~:: dx = 2 • log 2 •

~I Integral spo~tete metodou integrace per partes jako Newtonllv.

21 Ze vztaM

[ log l!:!]' =
l-x

log 1. = 0

odvodte, ze

1+%
log • l-x =2

00

L
k.·D

2k
%

2k+l
pro % E (-1,1)

dale pOuZijte Leviho v~tu, dostanete

.,
J l+x

log - dx = 2 •
IJ l-x

00 1
, = 2 •L- .
k=D (2k+l)(2k+2)

1 1
(ik+l - 2k+2) =

4,44. Dokazte, ze

.,
J ~ log
D

~ l+x
II 1/ POuZijte rozvoj funkce log - v intervalu1-x

jako v pro 4,43 a Leviho v~tu, dostanete

(0,1)

.,
J;I, . log ll+x dx = 2
o x -x

2/ Pouzijte vztahu

(viz pro 4,85)

l+x
log ~ = log (l+x) - log(l-x)

a vysledkll prikladll 4,33 , 4,3~
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4,4'. Bua P E (0,+ 00 ), potom

J \ og (1 - xP) ...
a/. x dx=-6p'

4

bl/1og (1 + xP) dx =r."
x Up

}'
4 Jt-l

cl ----- log.! dx =
D l-xP x

,

/
' xP-l

dl ------ log ! dx =
• l+xP x

a,bl

c,dlpHltlady

jsou analog1ck4 k prtkladdm 4,24; 4,25 ,

lehko odvod!te rozvojem fUnkc! --!- --!-
. l-xP l+xP

Viz t4z pro 4,33, 4,34 lsubstituce xP =t I I anebo pro 6,61--0

lI;r!klady

4,46. DOkazte, ze
00

al )log
•

,

dx = 11"2
12

,
00 -X

.I l-ecl log -----
D l+e-x

~I Substituc! e-x = t ¢evedte dan4 1ntegI'lily na integI'lily z pHkla
dd 4,33 a 4,34.

. -xIII Pi'!klad al reiite pomoc! rozvoje .funk:ce log(l-e ) a Leviho vl!ty,

pr!klad bl pomoc! rozvoje .funkce log(l+e-x) a Lebe8gu8OVy vl!ty
'_A-X

a kone /!Ill! pHklad c/. pomoc! rozvo je .funkce log...:z...,;,; (viz obdob-
l+e-x

n:i prMad 4,43) a Leviho vl!ty.

IIII V pr!kladu cl pOuZijte t4z
'_A-X

vztehu log~ = log(l-e-X ) - log(1+e-X)....:.JI
1+e

4,47. Dokazte, ze

00

I - a x b
e • sin bx dx = -2----2

a + b
pro I b I < a •

Irl7 Jako cvil!en! ukazte, ze integI'li1 konverguje pro a E (0,+00).

21 POuZijte rozvoje fUnkce sin v B
1-
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sin y =
(_1)k y2k+1

(2k+1) !
pro kald4 Y E ~ ,

teay a-ax • sin bx .. a-ax
00 . (b )2k+1L (-1) k ..:.;;;;;x~_k-, (2k+1) I

D'1a pouUjte Lebesgueovu vetu, odhadneme Mstel!nll soul!ty, "hrub;1m" odha
dam dost4vllme

g(x) =.-ax

e-ax • (bx) 2k+1 I~
(2k+1) !

( Iblx)2k+1

(2k+1) I

g(x) , kde

pro x E (0,+00) •

Poulijte dol1e vztahd
00

In = fe-ax .. 7f!1 dx,
dost4vll.me

= ....!L
a

00

jg(x) dx =

"
~.

a (ovl!f'te I) ,

tedy g E Jero, +(0) ,prlive kay! I b I< a

V tomto pfoipade

(prall?).

• sin bx dx = ..Jl..
a2 •

Pi'i tomto zpdsobu vYpolltu integrli1u by10 nepfo!jemnll omezen! . Ib 1<: a.

3/ Integra1 til! spol!tete jako·Newtondv pomoc! dvojnlisobnll integrace
per partes, jedinli podminka na parametry a,b bude pfoi tomto zpd
90bu vYpolltu pOdm!nka a> 0 •

'"4/ Pokuste se tako! spoll!tat inte~1 pomoc! nlis1eduj!c:!ho postupu:

00

j e-8X

o

00

sin bx dx = Imjex('-a+ib)
o

dx = Im...J-- .. ~ .11
s-ib a +b ---0

4,48. Dokazte, ze 00.fe-ax a
Ibl< acos bx dx =."7'"2 pro

0 a +b

lrVo1te stejn;;' pOstup jako v minu1E!m ptik1ade .:.JJ
00

le-ax sinbx
dx =arctg b I bl< a4,49. Dokazte, ~~ a pro

x
0
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[lPostupujte stejne jako v pr. 4,47, uvcdomte si, ze

aretg y = pro Y E <-I, +1>.

Vypocet nam opet nedliva nie v pt;(pade Ib I ~ a > 0 ,

viz tez pr. 6,22 ~

Obdobne jako u pos10upnosti funkei, nemusi byt vzdy pravda, ze

=

Uvedme pt;(k1adt

(4,50°.1 De:finujme :funkee vn na interva1u (0,1) predpisem

= nJ1l-1 _ (n+1) x?

na (0,1)

,

Potom .,
al v(x) = :Ii pro x E(O,1), tedy )v(x)dX= 1 ,

., 0

bl pro kaMe oEN je .!Vn(X)dX = 0 tedy
0

00 .,

L lv (x) dx = 0 •
71_1 "0 n

Jako eviceni ukazte primo, ze
-00

II L vn nekonverguje stejnomeme v (0,1)... .,
00

(uvazujte L lim v (x) a ukazte, ze tato rada oekonverguje) •
" • ., ;C"1_ n

21 nemOze byt t [', vn(x) I dx < + 00 - viz pro 4,31

(pro x E (0, ....!L)
n+1

je vo > ° a

vo(x) dx =(1 + -01 )-0 • -l
n+1

~e~te nas1edujiei ptik1ady.,
al J log (I-x) dx =- 4

(1 11-x
Ifll Integral spoctete jeko Newtondv.

2/ PouZitim Leviho vety a rozvoje f'Unkce 10g<1-x) vyjde
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t
'(lOg (l-x) ax = _ :1

11-x 3
(1 + ~ + ~ •

5 5
i + 2
7 5

. i
7

§ +
9

..... ) ,

srovnM!m obou v.Y sleclkll dostSvl1me vzorec

i § +• 7 • 9 It •••• = 3 -:JI

t -1
bl Jl-xP dx =

D l-x
~ (....L _..J,...)'''_0 n+l n+p

pro p E (0,+ 00 ) •

CD,.
j -x e-ax)cl e • (1 -
•

rv Integrl11 konverguje pro

21 Ze vztahu

x-1 ax = log (1+a)

aE(-l, +00,).

pro a E (-1,+1)

nx

dostavl1me pOuZit!m Lebeagueovy v~~ - pouze pro

a, E (-1, +1)
DO

d~ 1e-a,2
D

- "yaledek-=.JJ

bS

cos 2b x dx = ~ I: .e-"& pro a E (0, + 00 ) ,

b EEl '.

(2bx)2n

(2n) I
cos 2b x =

IrU Integrl11 konverguje pro a E (0,+ 00 ), b EEl.

21 Ze vztahll

al e-a,2 •

00

bl J e-a ,2
D

00 2
cl Je-&X

D

2n-l
dx=-

2.
2n-2 ax• x

(Laplacellv integrl11, viz pro 5,84 b),

pro ka!de a E ~ •

pomod Lebesgueovy vMy plyne vYaledek

Viz tez pro 6,49 .::.JI
CD 00

eiJ~ax-L.~
o e X

_ 1 - k=1 a2+K?-

fOmezme se na a E (0,+ 00 ) pro kaMe x E (0.+ 00 ) jest

sin ax = f:
eX _ 1 /(=1

-lete .ainax.

,

Pouzijeme Lebesgueovu v~tu , odhadn~me

IV co
1/ IL. e-kx • sin ax I <: L e-kx =

k-1 k-1

MsteC!ne ao~~:

1
eX_ 1
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J
f. 1

ale' -x- dx = + 00
o e-l

pro libovoln~ e >° ,
mus!me proto Mstelm~ so~lSty odhadnout, "ltlpe"-

21 It. e-lex • sin ax I ~
k-1

ax

V tomto pi'ipade jsme uUli odhadu B1n ax :a ax, kter,;' je 'sice
"pro velkli x pi'iliil hrubj", ale m;vadilo t~

14,52.1 iieilte nasledujici pi'iklady.

11 Zkoumejte, zpa lze integrovat i'adu lSlen po lSlenu (tj. zda

L I u = II:. u )
11. H

n H 1t n

al Un(x)=ae-nax _be-nbx 14 = (0,+00) ,

bl Un(x) = p >1 , 14 = (0,1) ,

cl Un(x) = (_l)n • iB 14 = (0,1) ,

,

21 Ukaite, ie

/e
00

al - = L (_l)k 1
1+x5 k-o 6k • 2 6 k ,

.,.I e X
_ 1 co

bl dx = L -L.
o X .,,-, n.nl

.,
~a_ 1cl ./1+X log ! dx =

" l-x x
.,

flOg ~
00 (_l)n-l

dl dx = L.
o 1 + i ft., (2n _ 1)2
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el /» i 2 ax log 2= •
tJ (1 + xl

t• Jl-X dx 2
il • - = log? •tJ l+x logx

t

g/ .I (1 - x) e-x log ~ dx =1 - -1e •
tJ

t z:.&hI I~ ax = 4

00

11 .lax =+ 00 pro a >0 •
() ea x_ 1

00

jl .I dx
log 2

a> 0= pro
() e a x+ 1 a
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