4. Integrace poslouphosti a fad funkci

Necht na mnozin¥ M je déna posloupnost funkel £ , kterd na této mnoZin&
konverguje k funkei £ (tj. pro kaZdé x € M plati 1im L A (x) = f(x) ). Budeme

ge zabjvat otdzkou, za Jakyeh pfedpokladd je téZ lim AM = Ayt o Méme piitom
k disposici v&ty 18 (Leviho), 19 (Lebesgueova) a vétu 20 .

4.1, Pozn .

a/ uv&domte si, Ze viEta 20 je vlagtn® ddsledek Lebesgueovy vity. Tedy -
nepoda¥i~-1i se ném najit funkei g € ifM (pro cxM £ +00 ) tak, aby
pro v3echna n & sgk.v8. X € M platilo ]fn] = g , Jje zbytelné vy-
Setfovat stejnom¥rnou konvergenci posloupnosti f na M (f pak
nekonvergujf na M stejnom#rn& - pro% 7 ) ,

b/ p¥l vySetPovédni stejnom¥rné konvergence posloupnosti f, na mnoZin&
M poufivdme nédsledujici viétu:

*Necht f,~—>f na mnoZin¥ M , pro ke%dé n (n = 1,2,..4)

oznadme & = sup [ £ (x) - £(x) l .
noyem ' D
Potom

fﬁfnamﬁlim G =0,
Y n

Jak nalezneme v Jjednoduchém p¥iklad¥ supremun funkce na mnoZinZ ukazuje
négledujfel véta:

"Nechf I C E; Je interval libovolného druhu s koncovimi body
a,b (-0 Sa (b £ +00 ). Necht H Je spojitd funkce v inter-

valu I , necht existujf lim H(x) = A , lim H{x) = B . Nechl adle
X+a, , X»h_

f 190 ! n Jjsou v8echny body intervalu I , v nich# derivace

H' neexistuje anebo Jje rovna nule.

Oznaéme
Qe [H(x) R I] ‘mno%inu {A,B,H‘( ;1 Ygeeey B ( ;n )}.

Potom sup H(x) = max Q, [H(x) : I]
K této vété Jjen av& struné poznémky:

1/ je=1i I = <{a,b) , piSeme krdtce A = H(a) , B = H(b) ; vime, Ze
v tomto pfipad® funkce H nabyvd v intervalu I svého maxima (kte-
ré tedy miZe nabjyvat budto v krajnfch bodech intervalu I anebo
v bodech kde je prvni derivace rovna nule &i neexiatuje).

2/ neexistuji=1i lim H(x) ' 1112_H(x) s zlstévd véta v platnoati,

poloiime~1i A = 1im sup H(x) B = lim sup H(x) ,
a, X b_
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3/ pfi pouZiti Lebesgueovy vity byvé vyhodné poloZit
gl x) =15;1§ ]fn(ic)l (kde W je mnoZina piir. &isel)
pro kaZdé x € M. V tomto pripadé zvolime X € M pevné a hleddme
sup |fn(x) | pies mnozinu viech prirozenych &fseél (anebo alespon
o Je pewvné piirozené &1slo). Jak po—-

pro viechna n E n, , kde a
stupovat v tomto pfipadd ukédZeme na pi‘ikladech.

POZOR ! - p¥i vySetiovédni ste jnom&rné konvergence hleddme

sgg Ifn(x) - f‘(x)I y kdeZto pil pouZiti Lebesgueovy véty hle-
x ‘

1
déme nsg% Ifn(x)l !

xt
4,2. TUkaite, Ze lim fn— dx =0 !
N o0 0 )

“_/ Pro kazdé n € § existuje integrdl jako Riemanndv i Newtoniv, ukaZte,

ﬁe/x.nn dx=m ;
2/ VyuZijte té%Z odhadu O 5/"” dx £ _/_%_
[ ]

3/ PouZi jte vétu 20 :

y odkud plyne tvrzeni.
-7
.

n .

A

8/ linitni funkece f£(x) = lim Eﬁ- =0 pro ka¥dé x € (0,1),
N300

ﬁ—"0 na 1nterva1u (0 1) (zfejm¥& OS= xn = %)‘

tedy lirn fﬁ: dx-flim£ dx=/0dx=0.

4/ PouZijte Leviho vétu: 7 +
n
a/ % € L5 9y pProkazdé n €N (prot 71 ,

xn+1 ;ﬂ
v/ nl = > pro kaZdé 'x € (0,1) a ka%dé ne N .

DokaZte posledni nerovnost p¥fmo anebo poufitim tvrzeni, Ze pro
libovolné =x £(0,1) je funkce ¢2(z) = ’zs-z- Jakoito funkce =z
klesajici v intervalu (1, + 0@ ),

5/ PouZijte Lebesgueovu vitu:

Hledéme funkeci g tak, aby g 62(0 1) @& byla splnéna nerovnost
Iﬁl g(x) pro viechna n € N a vSechna x € (0,1), stadi zfejmé
poloZit g =1 na intervalu (0,l1).

Zkusme spoifitat Raé.t% KE pro x € (0,1)

(tim vlastné dostaneme ne jleps{ odhad), je viddt, Ze sup
nEN
pro x €(0,1), sta¥f tedy polofit v Lebeagueovd vité g(x)

(o,1)._{|

W '.:lﬁ:s

X
X na
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. 5
nx .
['4,3. Dokaite, #e 1lim f 5% dx = 0o !
”n >0 l4n x

" 1/ Ukaite p¥imym vypodtem. 1
’ % 7
nx dx nx d
2/ Vyuiijte odhadu 0§ /-—BEX . 5o =/—£2-—é- + /‘—--é—;g =
3 1+n°x° § 1m®x° ) 1
2 1
< L = log b
—'/m‘dx‘*./nx dx =sn ¢ n
: %,

3/ Zkoume jte, zda --%—2- 20 v (0,1
1+n™x

(nekonverguji ste jnomdrné, nebol

_ nx n 14 1
s 22 -mex {05 o 50 % 3
n +€07) 1l+n”x : 1+n

4/ Pouii jte Lebesgueovu vEétu.

Z predchoziho odstavce vyplyvé, Ze

A

xe(O), ne N = 0 2

X -
1+n2 2 2

stadi tedy poloiit g = % na intervalu ‘(0,1) a ovéfit podrobné pied~
poklady Lebesgueovy véty,
dostdvine
nx 7
lim [ —== ax = lin —¥— gy =0,
n>00 4 1+n x° 5 AP0 1+n%%°

Jako cvideni 'se pokusme nalézt "lep3i" odhed, poloZme

nx
glx) = sup pro kazdé x €{0,1).
nEN  L4nx° ’

Zvolme tedy pevnd X € (0,1}, misto abychom poditali

sup —D%:"é y PoloZme pro kaidé n € <1,+°0 ) (a kaidé =x € (0,1)
nEN 1+n“x

i nx
H (n) = 3 5 .
X 1+n“x

Zde tedy povaiujeme n  za "gpojité" proménncu a hledejmg

G(x) =  sup n;c 5
RELT™) 1+n x

Oddvodnite, prod glx) £ G (x) pro kaZdé x € (0,1) !

Opét zjistite, Ze

nx
:J) 53 = max { “—35 HE P &}=
NEL1®) 140"y 1+x

P

74dny "lepdi" odhad Jjsme tedy neobdrZeli. Uvidomte sl, Ze funkce G
venl "nejlep3in” odhadem, je 'to zplisobeno tim, Ze misto abychom vy~
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Setfovall supremum pfes mnoZinu vdech prirozenych éiael N , vySetio-.
vali jsme vlastnd supremum pfes mnoZinu viech redlnych &isel v inter-
valu { 1, +% ) (podrobn& rozmyslete !}. Kdyby tedy vydlo [G =

1
= +% , gtdle by mohlo bFt fg‘<+ o0
J .
Viz ndsledujici obrdzek:

OJ
-
o

Obrédzek Z.4

5/ Ukafte, Ze nelze pfimo pouiit lLeviho vitu . ||

7 '/
n3 « X
DokaZite, %e lim -_— ix

=0 !
"0 1+n2x2

1/ Ovifte pF{mym vypoZtem.
2/ VyuZi jte odhadu
%

: < 2 a "1
0 £ n f—dxﬁn(fxd:+ - & ) =
1-'-1'1‘?::2 4 n“yx

[

- ot (E L lEn,

2n

3/ Uka%te, %e posloupnost -Ag—x nekonverguje stejnomdrnd k nule v inter-
valu (0,1) Jjest im ‘

= “EL*-‘max{D;-%;-zE},

= g
n xe(ua?f) 1+n°x°

4/ Ukaite, Ze Jjsou splnény pfedpoklady Lebesgueovy vity, jest

. /3 3 ¥
NEN 14ny NEM® 140 x 1+x 4¥x
3'1' P
= €
oz & el
7 8

UkaZte, Ze lim x = 0

R0 h 142D
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xn
14520
ale nekonverguji tam sie jnom¥rné.

Posledni tvrzeni dokaite
a/ tim, Ze ukéZete O'n =’% R

T/ UkaZte, Ze — 0 pro n — + o0 na intervalu (0,1),

b/ podrobné z nésledujicich vztahi:

B 1
1 Un —5=) =1 # 0=1n (n
n-%?o gx-»mf: Lg=D )73 X¥1_ ew 1,420

2/ Pouiijte Lebesgueovu vétu:
x
*rychly", ale "hruby® odhad dévé O = 5h =1 v (0,1)
1+x

anebo “lep3i* odhad O E: I ::n s Y x2 pro x €(0,1) , n€N.,
+ +X

. 3/ PouZijte Leviho vétu .||

@ n
4,6. Dokafte, Ze 1lim f dx = 0 !
’ ] Re00 o 1+x2n
“_—1/ Vyuii jte odhadu
00 4 00
xn _ .
of.’-f defx“dx+_/x“':n::—-l-+L pro n 2 2 .
1+ 2n n+l n-1
) X [] (4
2/ Limitnf funkee £ : f£(1) =% ; £=0 jinde v (0, +00 ) .

n
3/ UkaZte, %e pogloupnost lfxzn nekonverguje k f atejnom&rn& v inter-

valu (0, +00 )

(vyuZijte vysledku z pf. 4,5 anebo nespojitosti funkece r I)
L8]

. x
Kdyby nicmén¥ bylo 55. — £ v(0, +00 ), nemohli bychom stejn¥
1+x

pouZit v&tu 20 (prod? ).

4/ PouZijte Lebesgueovu vétu, vyjde

xn =X
= = te
glx) :EUI-‘P, 1+x2n 1+x2 ] dy g ¢ éfm_‘.m)
+

w .
(jo okamiité vid¥t, Ze -/fl =+ 00 ), omezme se protona ngz 2 ,
n L
X
potom sup = € X .
MZZ 1,,°0 1ot (0,+00)

Vie gi podrobné rozmyslete a proveate !

5/ FouZi jte Leviho vétu!_]]

oo dx
4,7. DokaZte, Zeo 1imf =]

nER o 1+ HP L By
n
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M e £(x =e>* /e“‘dx=1.
rac0 D 3 -

2/ Ukaite, Ze plati:

| 1 <« 1 . 2
neN; x €(0,1) = - =
(D" Y Vx /<
n &2, x €(1, +00 ) = nln §(1+_) =
: (l+:—:) . ¥V ox
L. ' -1
xy J 1 “ 4
= ( ) . ( ] [ n (n-1) ] = = -
4
PoloZime-1i tedy g(x) ='/-—l: pro x € (0,1) , g(x) = —xz
X

ro x € (1,+00) jest c & (odivodndte 1 ) a miZeme
P ! » J & (0,+00) ‘
pouzit Lebesgueovu vétu . |

o0
log(x+n)
4,8, Dokaite, Ze 1lim f

n»00 n

e X cosxdx=0!

" 1/ Limitn{ funkce je rovns nule na (0, +00 ).
2/ PouZi jte Lebesgueovu vétu a vyuzijte vztahi:

log (x+n) X+n

a/ n€N, x €(0, +o0 ) = = <-n——£l+x
b/ e (1+x) € L) o) |-
4 913
4,9. Bud 0<C A ¢ +00 , potom limf dx =0 .
n-roec 1+nx

“ PouZi jte Lebesgueovu i Leviho v&tu, vyuZijte vztahu

=3
x €(0,A) , n € N = = . équA);"

l+nx
Ne vZdy Jje pravda, Ze

fh—rf na M =>ffn ——)/f
A .4

Uvedme piriklady

4,10.| Definujme pro kafdé n € N funkei £  na {0,1)> takto:

n
fn(x) = n sin (F nx) pro x 6{0,%) y
£ (x) =0 pro x €<%, 1>,

Potom &/ £ -0 v <(0,1>,

bfofff =%, f,limf =0 .
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4,11.

4,12°

4,13.

4,14,

Definujme funkce f  na {0,1> jako v p¥. 4,10 ,

poloime g, = (-nt £, v 0,10 .

Potom: a/ n]:}g &, = 0 v {0,1> , tedy flimgn

’ (-1)"
b/ B —— tedy. lim gn neexistuje .

" Jak je to se ate jnom&rnou konvergenci posloupnost:l. g, ne {0,1> ?

Nalezn&te posloupnost spojitych a nezépomjch funkei 4 definovanych

v E, tak, aby

a/ 11m £, =0 v By,
x -+ 00

b/ 1lim ff neexistovala.
”-» 00 oy n

Naleznéte posloupnost spojityeh a nezdpornych funkei .fn "definovanych
v B, tak, aby

a/ fn\.o v E
oo

b/ Um f * 0.
- 00

1 ]

Zie jnd v tomto pPipad® vidy bude exlstovat 1lim ff (pro& 7),
o0 RO Yoo II
lze najft £, tak, aby lim J £, byla konetnd ?

-0

'[—elze, to by byl spor s Leviho vitou - odﬁvodnéte |

V dal3fm se budeme zabyvat limitami integrdald “zdvislych® na parametru.
Bul f(x, @) funkee dvou re&lnych proméangch ® , PFedpokléde jne, Ze pro
urdité hodnoty o existuje- ‘f fix,x ) ax (pi"esné;ji - existu,je inte~
gral f 5% (x) ax ; pouﬁijeme viak pmiho, byt ne zcela korektniho
oznaéeni). Je vid&t, Ze hodnota integrdlu A.[f(x, & }dx zévipi obecné
na volbd parametru & (a té% pochopiteln® na funk¢i f & mnoZind X ),
tedy A_’/\f(x, & )Ydx Je vlastn® funkce proménné & , znaZme

Fle ) = /f(x,a Yax .

Souborem otézek, kterymi se budeme zabjvat, je, jak vliastnostl funkce F
zédvige jI ne vlastnostech funkce f ., Abychom mohli wvibec mluvit o funkel
F , musime urlit, pro jaké hodnoty parametru & existuje Jf(x,a)dx
& je koneZny. Timto jsme se zabyvall v 3.kapitole, kdy Jjsme urZovali, do
jekého systému dand funkce pati¥i, Dédle néds zajimé, za jakych podminek

existuje lim F (&) , kdy je funkce F spojité, kdy exietuje Flay,
[-]

x/ Obecné funkcemi vice proménnych a pfipadem, kdy perametr ¢ probihd

body néjakého metrického prostoru, se zabyvé kniha V.Jarnika, Jntegrél-
ni poZet II” .
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kdy / 1;" (ad) da a pochopiteln&, jak se dd limita, derivace &i
integrél funkce F poditat. Otdzkou vypodtu limity lim F (a ) se bude-
me zabyvat v tomto paragrafu, ogtatnimi otdzkami aZ v §esté kapitole.
Zopakujte si znovu Leviho a Lebesgueovu v&tu, které budeme v dalé:tlm
pouZivat. Rovnd% tak si pfipomente nésledujici vity (Heine) :
1/ Budte ¢, A € E.f , necht funkce f Jje definovdna v jistém reduko-

vaném okolf bodu ¢ . Potom

Mo £(x) = A = pro libovolnou posloupnost & _ s &, ¥ ¢ ,
X=»C .n n

&, —> ¢ , (pro kterou je definovdno f{ & ) ) Jest lim f (a ) =
n n =300 n
(Vyslovte téZ obdobnou vétu pro jednostranné limity! a uvédomte si

vyznam této véty).

2/ Necht funkce f Je definovéna v intervalu (a,b), bud A € El*.
Potom

xlig: f(x) = A < pro libovolnou posloupnost X, . X #b ,
»5h
Ay -7 b Jest Um £la) =4 .
V &em spoéivd rozdfl obou vét?
Uvedme nyni jednoduchy priklad.

o0
—ax?

4,15. VySetPujte F(a) '-'fe dx !
: o

—ax® ‘
1/ vkazte, 2e . e %* € 2 em) < X E(0,+0)

viz pf. 3,32 . "Defini¥nim oborem” funkce F Jjest tedy interval
(0,+ 00 ).

2/ Spodteme lim Fla) .
Zvolme tedy libovolnou posloupnost a , @ >0, a 0

a pro kaZdé x € (0,+00) a ka%dé n (n = 1,2,3,...) poloZme

2
. =X
fn(x) = e .
Zbejms f € _/l(o’wo) (pro&?), £,> 0 v (0,+#00) , dAle pro
ka¥dé x € (0,+00 ) jest fl(x) s fz(x) = f3(x) £ ... .
Odtud podle Leviho véty dostdvdme (provéfte detailns!),

Ze
flim £,(x) dx , tedy

1¢-no

o
lim £ (x) ax
[a

%00
©_o, x*
i » - 1!
}-om"" Je ax b/"nl—j;mme dx fl dx = + 0,

Podle pFedellé pozndmky je tudiZ

- 2
JnF (@) = ln e ¥ ax =+ 00 ,
o, _ ar-»q,_
Mohli jsme p#i vypo&tu ‘éL_:I;n; F (a) poutft téX Lebesgueovu v&tu?
'+
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o
4,16.

3/ Dokéieme, Ze a}.igaw Ma) =
a/ Zvolme libovolnou posloupnost &, , &, > 0, &) —>» +00 .
(nemusi byt monotonni! )}, pFedpokléde jme napfiklad, Ze a'ﬂa 7
(pro¢ to mdZeme predpoklédat?). Poloime opét

f(x)‘ e-a"x pro x6(0+00), n=1,2,0es
Z¥ejmé opét f € x(o +00) (pro¥?) a pro ka¥dé n € N
akazdéxe(o+oo)p1at:'. 0S5 £(x AL
Protofe e ' 6.2,’(0 .00 y (odivodndte jeko v p¥. 3,32), Jsou
splnény p¥edpoklady Lebeagueovy viéty a tudiz

1in ff (x) ax = fnmf(x) ax , tedy

n->00 o

.\’ .I‘

11 o n 1lim ¢ ** = f0dx=0.

ln ,,f « [racte s foaso.
Opdt vidime, Ze 11m Ma) = lim / =0.

[

b/ PouZi jte p¥i dﬁkazu vztahu Unm F (@ ) = O Leviho vétu.
&> +00

4/ Vysledek porovne,jté se cviZenim 5,84 b , podle kterého je

Ma)=3 /T oo acel, o).

5/ PFi dikazu 1lim F(& ) = 0 mi%eme téZ pouZit nerovnoati
Q> +00

cax? . —al2x-1).
@ EO+0) , x €0 ) => &2X5 e F2X gy ox, 3,32)

Postup p#i vypodtu shora uvedenych limit nds vede ke dvéma ndsgledu-
Jieim vitdm, které si snadno saml dokdZete.

Viz té% V.Jarnik, Integz;glni po%et II, vita 106).

Bud M C E m&Fitelnd mno#ina, bud -oco< a < b +00 , necht
funice f(x,c¢ ) Jje definovéna v M X (a,b).

Nechl platf: '

1/ Pro sk.v&., x € M existuje 11% fix,xd) = £,
2/ pro ka2dé a € (a,b) Je f*ae ,/I_ (tj. nepfesndji - funkce
flx, ) jakoito funkece x Je méﬂtelné v M, '

3/ existuje funkce g €% tak, Ze nerovnost

If(x, & )| £ gix) Je spln¥na pro vdechna &« €(a,b) a pro
SkoVéo X é M [}
Potom jJe gpeo‘CM a plati

oSin I\”fﬂx, X )ax = M/:;o(;:)e.x .
(Je=1i v = + 00 , pozumime pochopiteln? symbolem & —b.
symbol & — +00 ). Vyslovte obdobnou v&tu pro limitu zprava!l
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4,177 | (viz té2 v.Jarnik, Integrélnf poSet II. str. 300).

Bud M C B, miFitelns mnoZina, bud -0 & a { b S +00 , nechi
funkee f(x,a ) Je definovédna v. M X (a,b).
Neeht platf: .

1/ pro sk.v3. X € M existuje ali%_ f(ix,ax) = wix) ,

2/ pro kaZdé & € (a,b) Je £*2 ¢ E’;

3/ pro sk.v8. X € M Je f(x,ax ) = f£(x,), kdykoliv

a<a= /2 < b.
»

Potom je ¥ € &£, a platt

”/r(x,a)ax- Hf;rcx)dz.

Dikazy téchto vit jJsou vlastn® Jednoduchymi disledky Lebesgueovy a Leviho
véty. Tyto véty si nemusime pamatovat, v praxi miZete vidy postupovat
jake v p¥fkladu 4,15 = cof nebylo vlastn# nic jiného neZ ddkazy vét 4,16
8 4,17 .

1im
ax-+ b

[
4,18. Spo&tite limity funkce /7(s) = fxs-f e-'x dx v krajnich bodech
jejiho "definiéntho oboru”. ?

=
T1/ zjiettme, 2 / x°7 6% ax jo konedny, prévé kdy: s € (0,+00 ).
o
(Viz pk. 3,43).
2/ DokaZte, Ze 1im /(g) = + 00 .
S»00
Zvolme libovolnou posloupnost By s By A +00 ., Potom
x €(0,1) = x577 g¥z ST X3 W g2 .20,
x €{(1,400) =08 x77 | g¥ g 1% gX g 57 é%...
Odtud Je vidit, Ze nelze poufft Leviho v&tu ( posloupnost funkcf
Sp— - .
x°*77 &*  jenf wonotonnf v celém intervalu (04+00) ) ani
Spy-7 -
Lebesgueovu vétu (1?1;%:" eX =+00 pro x € (1,+00 ) ),
Nicmén& lehko zjistite (provedte podrobnd ! , pokud moZno podle
obou vi&t), Ze
4
lin fxs"’ X ax = 0, lUm f:"’ ¥ ax
S++00 r
te@ _S'J-;ig (a) =+ 00 .,
3/ Obdobn¥ doka¥te, e 1lim / (g) = + 0© |
o 520

+ 00

+
4.19.- Doknite, Ze 1im \f{ dx z - G0 I
aZ27.  log{ & =-sinx)

"Evolte libovolnou posloupnost o, , a € (-ig- 1), & 71,

Potom o 2 1 > 1

= 1 (“ go-o pro viechna
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Podle Leviho v&ty (provédd&jte vie podrobnd !) jest

F ¥
1lim / dx = /——-—-—-—— a
a+7. 4 log(a -sinx) 4 log{l-ginx)
posledni integrdl je roven - 00 ., ||

Lze v tomto pfikladid téZ uZft Lebeggueovu vitu?

‘ ~kx ina
4,20. Ukalte, 2o lim [ e <%, SiDax

k>+00 Y0 x 1

dx = O pro libovolnd a €.E. 1

"—Z—volte poaloupnost ky o kn> o, kn/. + 00 , UkaZte, Ze posloupnost funkef
uk" .ﬁiggx neni monotonni v intervalu (0,+o ), ‘nelze tedy uzit
p¥imo Leviho v&tu.

ZPe jmé viak plati

—knx sinax ~kyx | |
[ | g ok lamal e g
tedy Lebesgueova véta déva

o
Ky X sinax -kyx sinax :
1i * d""ﬁm e Z——ax= /oax=0.
ﬂ-afloo ‘[ 7400 x [.

Priklady tohoto druhu vdak nemusime vZdy Fesit automaticky pomoci Leviho
&l Lebesgueovy v&ty, leckdy miZfeme postupovat pHimo.

Ke pf‘ikladu, poloZime-1i C(a) = max ginaxl pro a € E, ,
Xefo400) X 3
Jest 0
- =kx C{a
o KX sinax sinax ax S c(a) fe dx = ) ,
x A k
odkud anadno plyrie nase tvrzeni ;U
4,21. DokaZte, Ze f o !
a-» +0
ﬁ___ ' -0X
oo .
1/ Uka%te, %e = € L) € X €0+ )

2/ pouZijte Lebesgueovu i Leviho v&tu ’
3/ wvyufijte téZ odhadu

o0
05‘/‘ £fe—dx
[}

R|=
L

1+x

o0
: n
4,22. Dokaite, Ze 1lim fe"” ax = 1 !
n =00 (4

" 1/ Pou2i jte Lebesgueovu v&tu a vztshu
R
nZ1, x€0,00 ) = ¢ 56D € Ly, 0 5
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kde @(x) =1 pro x €(0,1> , @G(x) =o™"
pro x € (1,+00 ) ,
2/ poufijte Leviho v&tu - tuto nemiZete pouit primo na cely interval
(0,+% ), ale lehko ji lze aplikovat zvl43t& na intervaly (0,1)
a (1l,+00 ), zitejmd
1

. o0
-x® -x"
1im fe *Ta=1, 1a fe ax = o, |l

7 -» 00 2 n->0 %

4,23,| ReSte ndsledujici pfiklady .

1/ Zkoume jte, zda lze provést limitni pifechod za integranim znamenim
v ndsledujicich piikladech (tj. zkoumejte, zda plati

lim £ = 1im if :
M 2o D n-nu”fn)

a/ f (x) =1 pro x € (n,+0) , £ (x}y =0
Jinde v El y M=E, ,
n°x(1 - 0 , M=<0,1),

-n¥®

nx s M = (0,1) y

v/ .f'n( x)

e/ fn(x)

d/ £, (x) = nx e"m"'2 s M= (0,1) , (1,+400) , (0,+00)

2/ Spoditejte ndsledujfef limity:
[

o0
a/ 1lim fe"ﬂgj_nxdx,nm fe-ﬂcosxdx,
. Yo+ 12,'_1 Yo+t
b/ 1lim 4 ax ,




3/ UkaZite, Ze

¥ » -
'.I.i.m (cos 2ax) log sin x dx log 8in x dx .
a+0 s 0

4/ Bud f€ x,,, 906./|-M , potom

lin ﬁ(x) . arcig [n ga(x)] ax {r(x) . Rlﬂa;ctg[n--so(x)] dx .

4 400 M

Dokaite ! Semu je rovna poslednf limita ?

5/Bul M= {[xy) € B ; x €(0,2) , e ¢0,1>}. Potom

lim ffarctgn (= ya) dxdy = -{'

LTy

6/ Bud X mno%ina vlech racionélnich &fsel intervalu (0,1) , .
necht K = {r1 »Tg 2 Ty y oee }. Oznaime K, = {rl,...,rn} .
£, = c.xn /f, Je tedy charakteristickd funkce mnoZiny K, /.
Bud D Dirichletova funkce v intervalu (0,1) /viz 2,31/.
Dokazte, e |

K
a/ £ €2 ,

v/ £ A D v (0,1),

c/ funkee f Jsou spo:]:\.té v E.- aZ na koneiny pofet bodd,

1
existujl tedy (R) f £, s (ZN)ff .

& (R)ff -(zm_/r =0,

e/ nae:dstu;]i (R) flim £, s (2N) ,/lim L S

Lze pouZit v tomto pi’-:l’.padé Leviho v&tu pro Lebeagueovy integrdly,
tj. platd Ua (1) ff cL)fnm £

MaZe byt £, € Z} 2

7/ Pfedpokléde jme, Ze funkce £, /n =1,2,.ss/ 1 funkce f jso
riemaxénovm integrovatelné na (a,b) /tj. exigtujl (R)ff

(R)_/f /. Ptedpokléde jme, Ze existuje K € E, tek, Ze
lfn(x)| £X pro kezdé x € {a,b) @& ka?dé n € N . Necht ddle
£ —f na Ca,b> .
Plati potom, Ze 4 4

‘R’affn—""“’/f

Co 1lze Fici v piipad¥, vynechéme-1i ‘pfedpoklad existence (R) / £ 7

8/ Necht £, Jsou spojité funkce v intervalu (0,1,

KL Po
-8l =



fan v (0,1) . Poton

1--

Un [£ fr.

n->00

Doka%te ! Lze vétu zobeenit 7

9/ Necht £ ~0O v omnofing L, £=lmf v M. Potom f~O
npto0 T
v M . DokaZte !

10/ Necht L S .fex”, f|f -fl———bo. Potonm _/r —r/f,
dokaZte !

[lfen- [el = 1 famel < [lan-cl ]

V dal3fim se budeme zabyvat integraci Pady funkci. Nechi na mnofing
M je d4na i‘ada funkei i Vo oo necht pro kaZdé x € M existuje sou-

o n=f (-3

Zet Z vn(x) (konedny nebo nekcneény), oznaéme v = ;:f v, na M.
Rt - .

Budeme se zabjvat otédzkou, za jakych predpokladld je

fv= 'fv sy tle

b £

kdy plat{ va -u1 /

=y

Méme opét k disposici hlavnd vaty 21 (Leviho), 22 (Lebesgueova) a v&tu 23.
Opét si uvédomte, %e vita 23 je disledek vity 22 !

2

1
f log(l + x) ‘ b A '
4,24. Dokaite, ze ) ——————— dx = 3

ﬂ_l/ Ne jdfive vZdy zkoume jte existenci tohoto integrdlu ( jako cvideni,
nebot pro vlastn{ pouZitf v&t 21 = 23 je to zbyte&né). Ukaite,
%8 tento integrdl existuje jako Riemanniv.

2/ Pro x € (0,1) Jest
n+l

a0
- n x
log (1 + x) = ";(-1) —

(rozvoJ funkce 1log(l+x) ; tento rozvo}] odvodte

a/ pomoci Taylorova rozvoje,

o0
b/ ze vetahu [105(1 + x)]l = ﬁ = uZa(-n“ . )

log(l+x) Z -0"
x n=o l+n -

tedy

23535 26
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= i
= n _=_
3/ Poloite vn(x) = (~1) vl ukaZte, Ze Fada P v, konvergu-

Jje stejnomérné na intervalu (0,1). K ddkazu tohoto tvrzeni pouii j-
te napfiklad Dirichletova kriteria, kde polozite
n

x .
e pro x €(0,1) ;

- g1 ‘ -
an(X) - (-1) » bn(x) -

musime oveérit, Ze

a/ by(x) 2 bylx) 2 ... 2 0 opro x € (0,1) ,
b/ funkce b, Jje omezend na (0,1) ,

¢/ v, 30 v (0,1) (odnad [b(x)| = == ! ),
4/ existuje takové C> 0 , Ze

K

' Za an(x)'é C pro véechna x € (0,1) a v8echna X € N .
LB :

4/ Pouzitim vé&ty 23 dostdvdme tedy

log (1+x)
a/ ——— € Z(O'D E _

4
00 ! o0
1 : < -8
b/f—-—--—°g (40 g2 D /(-1)“ S M . .
] x n=0 o n+l 7=0 (n+l1)

a pouZijeme-li vysledku cvideni 5,85 , dostédvédme

4
g ( 2
b/lox1+x)dx=%" _"

of
4,25. Dokaite, Ze /‘1og (1-x) r*
— X =
3 X

1/ Jako cvideni ukaite ptimo, Ze integrél konverguje.

2/ UkaZte, Ze plati

o0 _xn"l

. logll=x)
xe 0D = =S s g =3

3/ PouZijte Leviho vétu 21 (pfedpcklady podrobné ovadite!),
dostévdte tvrzeni

X
sy logll=x) e &L )
x (0,1)
%
log(1-x) R i T i
b/ / X dx = nZ-f ne 6 !
pouZi jeme=1i opdi vysledku z p¥. 5,85 . ||
(Z4roven jsme tim ukdzali, Ze Logllx) ¢ Z:(O 0 )
X 1)

- 83 -



. X
4,26, UkaZte, Ze f:f"‘i-dx konverguje !
¢

4

]]_1/‘ Dokafte piimo.metodami Jjako v 3. kapitele.
2/ UkaZte, Ze plati

X X 1 - & =nx
0, +00 ) == = . ( Y = xe T . e =
x €0, ) e¥ -1 &% 1-e7% :L-—a

o0
= Z xe-(n-!-l)x

nxo
tedy podle Leviho v&ty (provedte podrobné ! )

00

-] o0
/ x . ) /xe—(nﬂ)x dx .
J oX -1 n=0 y

00
-(n+
Jak nyni spoditdme fm (n+l)x dx 7
0

Vime, Ze existuje jako Lebesguedv (pro&?), lehke jej spo&itdme
podle véty o integraci per partes {vita 70 - uvédomte si,; %e nemdme
k disposici vitu o integraci per partes pro Lebesgusovy inﬁegrély!) Jako
Newtondv, tedy ' '

o0 o
-(n+l)x ~(n+l)x b}
(L) xe a&x = (N x @ dx = .
5/ / ' (n+l) 2

Konedné tedy dostdvédme ~ op&t s pouiZitim p¥. 5,85

©o

f xdx = i 1 = Tﬁ
Y e -1 70 (n+1)2 6
Ti{m jsme ukdzali konvergenci tohoto integrdlu a navic jej & spo&itali.__]
o 2
xdx .4
4,27. Dokaite, %e f = !
- eX+ 1 12

n—_l-/ Opét nejdfive ukaite = Zisté jako cviZeni - Ze

""'E""EZ

e+ 1 (0,+00)

2/ Jeko v minulém-p¥ikladu ukaZte, Ze

o0

x €(0,400) => 2 (-n® g~ VX
e +1 ned

Leviho vdtu nyni pouZit nemifeme (pro%?), ovifime, %e jsou = lniny
predpoklady Lebesgueovy vity 22 :

a/ (-1 . x e (RFUX G./‘.(a’_'_m) (prod?) ,
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[- =]
b/ potFebujeme odhadnout Edstedny soudet redy J_ (-1)Px e~ (R*LIX |
A=p

N N o0
|2 1Py Vx| 8 5 [(qyny o (nt Vx| £ 3 glmrlix
Nn=d el n=g
(dfikladn® si tento obrat promyslete !).
Av3ak podle minulého cviieni vime, Ze
3 (n+1)
=(n+l)x _ X
?)Z=o x e e*- 1 € x(O,*m) ’
Volime-1i tedy g{x) = xf T jsou splnény piedpoklady
Letesgueovy véty a jest
00 00 o [ore) n
xdx - (-1 z
f = - Zf(-nnxe ()% g = 3 )2 I B
Y e+ 1 ned 7=0 (n+1) 12
1 -1 :
. % 2.y
4,28. Bud q > 0, p > O, potom —_— dx = Z.(_ﬁ_ !
p 1+x% 70 p + nq
7 xp'l
ﬂ—i/ Je=l1i q > O , potom integral ax
1+3x9

konverguje, privé kdyZ p > O . Doka¥te p¥imo jako cvideni !

2/ PouZi jte ndsledujici dpravy

-1 00
X - 1 -
= (1 - xq) . xp 1 . 2 = (1-xq)xp 1 . Z xznq
1 + xq 1 - x q n=d

a Leviho vity (provedte podrobn¥ !) .

3/ Zkusme dany integrdl spo¥fitat pomoci Lebesgueovy vity.
Pro x € (0,1) platd

-1 oo
< = ) (1P, Pl
1+ x4
Pottebujeme hlavné odhadnout Eastediné souity, pokusme se o to stejnZ
Jako v minulém prfklad& 4,27 , dostdvdme

N N oo
I Z (—l)n J!p—1+nq | < E I (_1)1'1 xP-l*'nq l é E xp-]_-i-nq
=0 N0

xp_l N=y
N q
1 - X p_l
poloiime=li nynf pro x € (0,1} glx) = qa s de
l=-x

gice funkce g majoranta pro &d4stelné soulty, ale neni jiZz
Zte!l) .
g € 35(0’1) (ukaZte!)

Je to zplsobeno tim, Ze nd3 odhad byl pfiliZ "hrubj", odhadnime
proto Zdste¥né soudty "jemndji".
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: | Ng+l1

'f (-n* xp"lmql =[ #1 ZN(-l)n. anl = lxp'l Sl o O Y
N=0 n=y 1 + %%

g ypl 2
1l+x

q

a posledni funkce jii leif v systému &6_0’1) .

MaZeme tedy poufit Lebesgueovu vEtu,
4

7
f il ax = f _/(-1)“ P-1mg 5y o i Ent .
_ N

o 1 + xq

4,29.| Pozndmky k prikladu 4,28:

-1

ST -C,
1/ UkaZte, Ze Ffunkce € Z(o,1) " %0, .

l=-x
[ a/ Dokazte toto tvrzent ptimo,
b/ dokaZite tvrzeni té% pomoci Leviho vEty:

4

‘fxp-l oo o0 -
../ dx = /Z P71 gy = ) fxp-l+nq ax =
n=o

n=o
? 1 - x9 4 )

=i 1 =+_-oo._-”

=0 p t nq

2/ Zkusme do daného integrédlu a Pady dosadit urdité hodnoty P,q -

dostévéme:
10g2 = 1—%"‘]3--%"'0--.-- (p:q:l) ’
% = 1-%+%—%+...... (p=1, q=2).
fracs ) ‘, 1+ '
3/ UkaZte, 3Ze Z (1) ZPTIBE pekonverguje ate jnomdrnd v (0,1},
=0

nenohli Jjsme tudf® uiit vétu 23

Il kdyby dand fada konvergovals stejnomérnd v (0,1} musela by kon-
- . . L4131 1
vergovat fada 2_ lim (-1 P ~3y ”

n=o
20 _ sl n !

4,30. DokaZte, Ze J e™* . cos Jx dx = (=17, !
2 = {(2n) !

ﬂ/ Lehko ukdZete, Ze integrdal konveirguje.
2/ PouZlijte vztahu

n
<1l

{2n) !

o
L yn
cod y = 'n—o(-l) . pro y € E,

a ukaZte, Ze

00
e® . cos fx = nZa (-1)7 7%

* pro x €{0,+0 ),
n)!
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3/ PouZi jte Lebesgueovu vétu, Jjest

N oo xn
no-x X [-s x X
la;a(-l) € G ,,g,e (2n) !
£, 7 .
Polozte g(x) = .”.oe v a ukaite, %e g€ (0,+00 )

(posledni tvrzeni plyne napi#{iklad z Leviho vity -

o0 00 co n oo
= -X X ‘ = n!
/ B Py af XL 2 ax 2 =

8 posledni Pada konverguje, Jak zjistite lehko nap¥. pomoci & Alem-
bertova kriteria anebo odhadem -Bi- £ 27Ry

(2n)!
) o o0
. =X = B o™X y = dx =
pRETILI.L
= ”na(-l) * Gemrt !

87

kde jsme pouzili, Ze fe"x . 2 dx =n ! (odivodnite!) I
o

0
-4,31.| Poznédmka.
Funkei g pro pouZiti lLebesgueovy vity jame hledali v pFikledech 4,27,
4,28 a 4,30 ve tvaru g = £ 1|vn| . Bylo=1li g Gx“ s mohli jsme po-
uzit Lebesgueovu vétu, vyslo~li i g =+ (napt. v 4,28), museli jsme
volit lep3i " jemn&j5{" odhad ¥l postupovat jinak. PouZivéme tedy vlastnZ
tuto v&tu (viz vétu 3,5 ekript Serny - MaFik):
. oo oo
*Budte v, € 'A'M ' A= Ay lvnl { +C ., Potom i‘adam £= "n
konvg'guje absolutné gk.vi., ; v, e.?fM a A“( ,;' vn) =
- . "
= AM vn
DokaZte ji !
’ 7
4,32. UkaZte, Ze _/xp . log;lg dx = .--3—'—-—2 pro p+l >0 .
0 (p+1)
“_I.ehko zjistite, Ze integrdl existuje Jjako Lebesguelv, pomoci vity
¢ integraci per partes pro Newtonovy integrdly jej pak spofftdte jako
Newtondv . ||
. J Tt
4,33. Dokaite, Ze f %‘3&1‘- ax = - g !
[ - X

” 1/ Substituci (a¥ jiZ pouZi jete v&tu pro Lebesgueovy .di Newtonovy
integrdly) se pfevede na integrél z pf. 4,25 . Provedte detailn& !
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2/ Integrdl spodtéte té%Z pomoci Leviho véty, vztahu

oD .
logx _ 2 X" . logx pro x € (0,1)

l -x n=0

a pfikladu 4,32 _._J]

4,34.] DokaZite, Ze

7 1 *
x.log 7ri .
a/ / S dx = —6—— -1 y

l-x
/xz 1og 2
X = _7f -] - —
/ /f log’% ax = 7’
¢ '3 1+ x 12 ’
hd 1 l P)
XelOog =
a/ ‘/‘_..............35_ dx = 1- _?_'_ ,
] 1l +x 12
42 1 5
—_— dx = =/ -1+ =7
e/ 2 1+ - _ 12 | 22
' 1
4,35. DokaZte, Ze flog dx = 1
r] l-x

“_1/ Integrdl spoététe jako Newtonlv - per partes.
2/ PouZijte té% Leviho v&tu a vztah

| £ v
v 1o = = Jog (1l -x) = —_— .
81 = g ) = n pro x €(0,1)

Nezapomente, Ze

[v0]
1 1
g n - n+l )=__%__”

n=1 n(n+l)

4,36, Dokaite, Ze
2
o -
v [IEr. . L,
2 1-x
x.log 7+
b/ f X = 2
[ 24 ?
1'2
x" .log 2
e/ ;,/‘ X = —g— -1 !
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ﬂ Ve vdech pfikladech pouZijte

1/ rozvoj funkce —=+—, , Leviho v&tu a priklad 4,32 ,

1l=x
2/ anebo vztahu
1 1 1 1
= T . ( + ) ) a
1 - %2 2 l-x 1l+x

visledid prikladli 4,33 a 4,34 .1

4437. DokaZte, Ze /log X . log (1-x) d&x = 2 = <
2

“ Pou¥i jte Leviho vétu, dostanete
4

1 0o
flogx.log(l—x)dx = 2 %[xk'.logxdx
& k=1

B A - Z(l-m-(-k{mh

kag k(k+l)

0
1
mlﬁ
-

K

n
N
1
n
|...l
O
®
n
I

4,38. Dokaite, Ze f log x . log (1+x) dx
1

H Pouzijte vztahu

00 k
x € (0,1) = log x . log{l+x) = Z (-1.)]“:L . zk— « logx .
k=1

1/ Ddle pouZi jeme Lebeggueovu vitu (&1 wzitahu z poznémky‘ 4,31), dogtf

véme
N x [+.=] Xk

] Z (-1¥?T , EZ— . 10g x Z - . log x = log x + log(l-x)€
k=1 k k=1

€ L (5,1)

(podle piikladu 4,37) anebo

OO
2/ pouiijeme vétu 23 - ukaZte, Ze Pada Z (-1)k+1 . 5:—- . log x
k=17

konverguje ste jnomdrnd v {(0,1). X aYkazu posledniho tvrzen{ pouZi j-
te Dirichletova kriteria, kde poloZite
n
a,(x) = (-n% b {x) = - Eﬁ"- « log x ,

anebo pouZijte Weierstrasova kriteria

o1 X

(ukaZte, Ze (-1) . log x|'=‘ —1;]2'— v (0,1) ) .

V kazdém pirfpadd obdriite, Ze
4 2] k

flogx. log(l+x) ax = Z -—-(—::2-'— =

2 k=1 ¥ , (k+1)2
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2

k=t

2

oA oL ). (-D¥=2- 21082 - T~

E7krl (41

12 ’

kde jsme pou¥ili vysledkd z p¥. 4,29 a 5,85 .|

4,39, DokaZte, Ze
7 2
a/ ‘//Q.log X . logll-x) dx =1 = :; ’
7 :
f - W-z .
b/ x.log x . log(l+x) dx = 2F " —%" .
o
1
P 00
X 1 1l
0. Doka% if— 1ax = - )
4,4 oka%te, eo — log § dx g;f;ﬁﬁr mopg(L+m)

“ 1/ UkaZ%te, Ze integrdl pro p) ~1 Lkonverguje.

2/ Pou?i jte Leviho v&tu, rozvoj funkce —a—

1-x

a priklad 4,32 .|

+

4,41. DokaZXte, Ze f

o

—

1+x

o0
log % dx = :E:

(-1 ¥

S — ro €(=1,+00) .
k=D (p+k+1)2p p ’

4,42.

H_I} UkaZte, Ze integrdl pro p » =1 konverguje.
2/ Pou¥ijte Leviho v&tu a vztahu

xP_
1+x

' o0
log % = (1-x) + x¥ . 10g % . EE: x°k

k=0

3/ Pousi jte Lebesgueovu v&tu pPime, "hruby"™ odhad Zdstefného soudtu

Pady 5?: (-1)k - xp+k log % d4 ma jorantu

odhad d4 majorantu

k=0

DokaZte, zg

" a/ MiZeme pouiit

dostaneme

7

/

1+x

1-°

log

1 g, = 27

X dx = 27 s
z

1 ax = 27T .

X 27

1-x

log £ , "jemnsj&L"

2x° - . 1 )
b log 3§ » obojf lze uiit .|



00 O
A VU L S S S

k-a 7 x k2 (3k+1)° k= (3k+2)2
.5 D S SE N N i
_k-f k kw i (3k)2 6 9 6

b/ lbZete pouZit rozvoje funkce —;;5 s Lebesgueovu vEtu a vy sledku
: 1+
bodu a/, dostanete

_ oo 1k oo (=1 k
J/{i = log ax = :E:-i—ll— = E: —=)

{ 1wl X k=0 (3412 K=o (3x+2)2
k=1 -
R i__(“l)kl .r . T
o T2 = 02 12 s 2 _-

7

4,43. Dokaite, Ze ~4rlog %—; dx = 2 .1log 2.

|| 1/ Integrdl spoét¥te metodou integrace per partes jako Newtondv.
2/ Ze vztahi

’
[103 ']1.-3:[ = —;2':_ » logl=0

odvodte, %e

v 0 2k
103.—5=2.}: pro x € (-1,1) ;
1-x kro 2k+1

ddle pouZijte Leviho vétu, dostanete

oo
1+x [ 1 1
2 1-x k=0 (2k+l)(2k+2) kz-a 2+l | 2k+2
oo (-1 k
=2 Z ot =2 ] 2 (vi Pe 4.29).
k=71 k & viZ P ’ ‘2__u

P
4,44, Dokaite, ze | % 1log X ax = L
/ .

“ 1/ Pouiijte rozvoj funkce log i 2 v intervalu {0,1)
jako v p¥. 4,43 a Leviho vétu, dostanete

f 1 1+x 5 r*
. lo =2 B i R
g7 dx = (2n+1)2 n (viz pi. 4,85)

2/ Pouﬁijté vztahu

SN
log i:f = log (1+x) - log(l-x)

a vysledkl pfikladl 4,33 , 4,34 .|

- 91 =



4 I

—
o)
(11

i

4,45. Bud p € (0,400 ), potonm

f
l - z
WAL AR 3 N o
o X
log (1 + xP) +
1:>/_/——---—-°‘3x ax = =L

e/ /‘ xp":p

12p

T
4

dx = =7
6p

)

dx = 3'2
12p

" P¥iklady a,b/ Jjsou analogické k prikladim 4,24; 4,25 ,

pf{klady c,d/ lehko odvodite rozvojem funkci

1

1

1-xP

1+xP

Viz té% p¥. 4,33, 4,34 /substituce xP = t ! / anebo pi. 6,67 |

4,46, DokaZte, Ze

OO
c/ flog
o

1

o0
a/ flog (1~e~¥) ax
o
o0
b/ f log (1+e™ ™) ax
o

1l-e —X ax
se X

| -]

It
I

SN

ﬁ/ Substituct e ™ = t prevedte dané integrdly na integrdly z p¥ikla-
at 4,33 a 4,34. :

I/ Priklad &/ Pedte pomoc{ rogvoje funkce log(l-e™¥) a Leviho véty,
piiklad b/ pomoci rozveje funkce 1og(1+e"x) a Lebesgueovy vity

ny priklad 4,43) a Leviho vity.
III/ V p¥ikladu ¢/ pouZijte téz .
= log(l-e™®) - log(l+e™™ _."

-X
vztahu log d=e

1+e ™

X

+e

a konetnZ pr¥iklad ¢/ pomoci rozvoje funkce log l:-’;-: (viz obdob-
1+e™

o0

4,47. Dokaite, Ze /e-ax . sin bx dx =

b
as+ b2

pro |[b|<a.

“ 1/ Jako cvileni ukaZfte, Ze integrdl konverguje pro a € (0,+00),
2/ Pou#i jte rozvoje funkce asin v E, -
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d )k _2k+l
sin y = ZSI—)'L—' pro kafdé Yy €E ,
k=0 (2k+1)!

tedy e"“.sinbx=e“Z( Q’&ik-t]-'

Déle pouZijte Lebesgueovu vitu, odhadneme Zdste¥né sousty, "hrubyn® odha-

dem dogtivéme
2k+l
i i -1k . o8 -—}—b ,.—.‘, g{x), kde
. L] (2k+1) !
- 2k+1 , \
gix) = ¢"8% F (BlD- " o x € (0,400 ) ,
ag (2k+1) !
PouZi jte dédle vztahd
[+ -] . <
- -ax = _n_ .
In"’/ - ax = 8 ) Ic:a a ?
dostdvéme
- -]
2k
Setn ax H_ kza (4L, (ovettaty,
o = .
tedy g € Ly ooy » PrAVEKAYE  [D]( @ (proZ?).
V tomto p¥ipad#
[ ] oo
: / e™®* | ginbx dx = = 2 ¢ -nk b)2k "é"b_"z" .
e a k=D ‘ a +b

Pri tomto zpisobu vypoltu integrdlu bylo nep#{jermé omezenit |b| <a.

3/ Integral téZ spodtéte Jjako Newtondv pomoc{ dvojnésobné integrace
per partes, jedind podminks ne parametry a,b bude pi’-i tomtd zpid-
sobu vypoétu podminka a > 0O .

4/ Pokuste se také spotitat integrdl pomoci nésledujfciho postupu:

oo

oo :
. -ax ‘ X(—a*ib) - -..L——
. v o = mly -
‘af e sin bx dx m'a e a=-ib A +b _Jl
4,48. Dokaﬁte, ﬁe oo ‘ ’ a .
f e 8% cos bx dx = -] - pro [bi<a
(] a +b

II Volte stejny postup Jaeko v minulém p¥ikladé _.J]

oo
' - sinbx
4,49. DokaZte, Ze /e ax | — dx = arctg .E pro |b|< a |,
- 2
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"?ostupujte gte jné jako v pr. 4,47, uvddomte si, Ze

% . 2k+1
arct = (-1 ¥ f—o ro ye{-1, ¥12.
g8 y k=0 21!""1 P ]

Vypodet ném opét neddv4 nic v pripad® |b|=a > 0,

viz té% ph. 6,22 . |
Obdobné jake u posloupnosti funkcf, nemuai byt vidy pravda, Ze

(&) - 2

Uvedme prikladr

[+]
4,50 .| Definujme funkce v, na intervalu {0,1) pfedpisem

v, {x) = ™t - (ne1) 2P ’
o0
bud v=;’vn na (0,1) .

Potom

4
a/ v(x) =1 pro x €(0,1), tedy vix)dx =1 ,
7 a

b/ pro kaZdé néE€ N jJe fvn(x)dx =0, tedy
o

k4

OO
Z_[vn(x) ax =0 .

Nt

Jako cvilen{ ukaZte piimo, Ze

- &
1/ Z v, nekonverguje stejnom&rné v (0,l)

n=q
oo
(uvaZujte 1’2" }39’1— vn(x) a ukaZfte, Ze tato fada nekonverguje),

2/ nemii¥e byt ; [’l vn(x)l dx < +00 = viz pi. 4,31

(pro x €(0, -B.) Je v.>0 a

n+l n
7 o
> _n_ = 1,78 -4
_[lvn(x)'dx = / 21 vn(x) dx = (1 + ﬁ) . ;}]T =
> 1.1,
= 3 *np+ar " "

4,51. Redte ndsledujfci pifklady

v4
af _/;2&&-39_;1,:2_4
o /1l=x

1/ Integrél spoxtste jaxo Newtondv.
2/ Pouzitim Leviho véty a rozvoje funkce log(1l-x) vyjde
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4
‘ log (1-x)

/1x

srovninim obou vyisledkd dostédvdme vzorec

.i.é-{-.....)

=4 2 2
3 e 5°7°9 '

VRN

o&"'
T

2,2 4,2 4 6 =
1+§+5o7+5.7c9+.0-.c 3__—.j

7 o0

-1
b/fll"’_‘p ax= 2 (Gly -F5) pro pe (040 ) .
0 X ”

n+l n+p

00
. e/ / e ¥ . (1-e%. x L ax = log (1+a) pro a € (-1,+1)
[}

“—T/ Integral konverguje pro ag(-1, +o0 ).

2/ Ze vztahu ‘
- -ax . 00 n
1e =e* 2 (™1, 2 &
% ex =7 n!

dostdvéme pouZitim Lebesgueovy vity - pouze pro
a €(-1, +1) ! - vysledek . ||
oo ' »t

* - T -
d/aj\eaxz.cosabxdx=§ -a—.etprorae(o,*w),

-

bGEl..

" 1/ Integrél konverguje pro & €(0,+00 ), b €E) .

2/ Ze vztahd
& 2n
a/ e"&“"':2 . co3 2b x = e""‘x2 Z (-1 . {2bx)’
. n=0o (2n)!
00 ) o0
n/ e—ax2 xzn dx = 2_..__1'1-1 fe—axz . x2n-2 ax
[ 2a (-}
(e -]

2
c/ ‘/e—ax dx = % ’_a!: (Laplacelv integrdl, viz p¥. 5,84 b),
pomoci Lebesgueovy vity plyne vysledek
Viozo téz pi. 6,4909-., "

* sinax a
e/ DX 4y = P —m— ro ka¥dé a € .
5 e¥- 1 k=1 a2+x° P 5

ﬁmezme sena & € (0,+0® ) ; pro kanZdé x € (0,+ 00 ) jest
m ¥,
ginax = 3 X 4 ax .

PouZi jeme Lebesgueovu vitu , odhadnZme I4steiné soudty:
-kx 1

: N 00
1/'IZe_bc.sinax[ e = ==
k=7 k=1 e =- 1

IIA
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4,52,

£

. 1
ale / dx
ex-l

0
musime proto &dstefné soudty odhadnout, "lépe" -

#

+ 00 © pro libovolné &£ >0 ,

N o]
2/ IZe-kx.sinax - ax Ze"h‘:

€L, .00 -
k=1 - k=1 e%-1 (0.+)

V tomto pripad¥ jsme ufili odhadu sin ax = ax , ktery je -sice
"pro velkd x pi#{lis hruby", ale nevadilo to._u

Redte ndsledujici prfklady.

1/ Zkoumejte, zda lze integrovat #adu &len po &lenu {(tj. zda

;fun=fnzun) :
M M

-nax -nbx

a/.un(x)=ae -be ,'H = (0,+°°)‘,
sin nx
b/ %(x) = _:g_.—x p>L1, M= (0,1) ,

e/ u,(x) = (-n% .2, u= (0,1 ,
&/ wx =1 a-2%, u=(o,1 ,

2 2
of w, (x) = e™20X _ T XY oy o (0,+00 )

2/ Ukaite, Ze

F
a/ ‘/'—‘1‘3- = 2 (-pF 2 ,
1+x k=o 6k , 2%%
-+
X_ )
b/./e L dx = Z .
n=7 n.nl
Y1ex 1 2
/ .{/NI:; log ) dx = T - 1,
P
1 o0 n-1
VAV S S C L
2 1 + % Nnt (21’1—1)2



3 &7

lo
o/ - £z dx = log2 ,
o (1l+x
« 7y ax 2
=X = , L
£/ 5 1+x ° logx og 7
! 1l
g/f(l-.x)exlog%dz=1-e
7 2
‘ 2 4 !
x -1
wdx
i// = + 00 pro a)O,
0 eax—l
= log 2
v [ = BB e evo
o e +1
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