3. Zkoumani konvergence integrdll.

Jednou ze zdkladnfch dloh integrélnfiho podtu je uloha zjistit, do Jakého
systému funkci zadand funkce pat¥i. Jednd se hlavné o ureni funkci ze systémid
& , o‘é’ -& -/'. £* . S funkcemi, které by nepatiily do systému A /systém
v3ech méi’-itelnych funkef/ se nesetkéme. Funkce ze systému A - X£* Jesou mé&fi-
telné, ale nemaJjf integrél; funkce ze systému & * -& maji Lebesguedv bntegrél,
ktery md v3ak nekoneZnou hodnotu /v tomto p#ipadé Fikéme, %e jejich integrdl di-
verguje/. Funkce ze systému & maji koneénj Lebesgueldv integrdl /¥ikéme, Ze je-
jiech integrdl konverguje/. : N

Méme k disposici hlavn& ndsledujici vity - v&ty 28, 31, 33, 35, 48, 49, 53,
Je8t& jednou si Je zopakujte.

3,1.

342

Poznémlf_a;

Je;li I Jjednorozm&rny interval, I = <a,b> , pifieme miato / obyéefé
f . Je=1i J n¥ktery z intervald {a,b) , (a,b}> , {(a,b) , plati ff =
a

=/f , jakmile mé alespon jedna strana rovnosti smysl /mno¥ina I - J

je toti% nulovd, oddvodn¥te podrobn& ! /.
Obdobnd Jje sltuace se symboly

.f+w /a- /+oo
a ! -0 2 -oo ‘
-

[- 2
Je=li -00 £ p < a £ +00 a existuje-li [ £ , poloiime /f = -/f.
& a
Ddle poloZime f:l.’ = 0 pro libovolnou funkei f .
a

Vztah Lebesgueova, Riemannova, Newtonova a zobecniného Newtonova integrd-

lu v El

Riemanniv integrél - je definovdn jako gpolednd hodnota hernihe Riemannova
integrilu / = infimum hornich sou¥td/ a dolnfho Rie-
mannova integrdlu / = supremum dolnfch soudtd/,

- Je definovédn pouze pro omezené funkce a uzaviené
intervaly <a,b> ,
- existuje napifklad, je-1i funkce f spojitd v(a,bt)
/viz té% obecnou v&tu 57/, ¢
- znatime jej symbolem (R) /
a

Newtontv integrdl - bud F primitivnf funkce k funkei £ na intervalu

(a,b) [t.j. F=f v (a,b)] , nechi existujf

ylastpd limity lim F(x) , 1lim F(x) , pak definuje-
Xra, Py '

me Newtondv integrdl vztahem
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(N)f#f = lg F(x) = lin F(x)

X Xy b_ Xsa,

/je=1li a mnebo b nevlastni, chédpeme pochopitelnd

x—b_ jako x— +0@ , x-—a_ jako x— -0/

- existuje napi{iklad, je-1li f sgpojitd v uzavieném
intervalu {a,b» ,

- Je=li f spojitd v otevieném intervalu (a,b) ,
pak jedtd N - integrél nemusi existovat,

zobecnény N - 'zntegél - viz definice 63 a 65 ,
- bud F zobecn#nd primitivni funkce k funkei f na
intervelu (a,b) [tj. F Jje spojitd v (a,b)
a F'=f platf véude v (a,b) a% snad na koneiny
podet bodﬁ] , necht existuji ylagtnf limity

1lim F(x) , lim F(x) , pak definujene

X=» ﬂ-+

f= ¥ - 1lim F
(ZN)_/ 1im (x) x_’m+(x) '

Lebesguedv _integrdl - je def:\.novén pouze pro funkce ze systému 2"
- je=li zapotfebi jej rozlilit od ostatnich integrélﬁ,
budeme jeJ oznafovet symholem (L)f y Jinak pouZivé-

me pouze symboluf s
-~ poznamene jme, %Ze Lebesguelv integrdl mi¥e nabyvat
1 nekonednych hodnot, ¢o% se nemi¥e stdt u R , N ,
ani ZN - integrdlu.
Plati nyni alleZité vity:

1/ extstuje-li (R) f £ = existuje (L) / £ a (R f £

2/ existuje=11 (M) /f => existuje (maff a (N)Jf

3/ existuji-1i kterékoliv dva z tichto integrsld, jsou si rovny.
Mohou nastat tyto p¥{pady:

a)existuje (L)f a neexistuje (R)_/‘ (viz p¥. 3,3)

b) existuje (Lif a neexiastuje (ZNV (viz napf. 3,3 )

c) existuje (N)/ & neexistuje (L)_/ (viz nep#. 3,4 )

d/ existuje (N) f a neexistuje (R) f {nap?*. neomezeny interval &i
funkce, viz té% p¥. 8,54 )

e) existuje (R)f a neexistuje (N)/ (viz nap¥. 3,5 )

£) existuje (R!/ a neexiatuje (ZNV (viz nap¥. 3,5 )

g) existuje (ZN_)/ a neexistuje (N)f (viz nepi. 3,6 )

© B .E
NG
H o

3,3. Bud D Dirichletova funkce (viz nap¥. 2,31). Potom
a) existuje (L)J D(x) dx

“—Lze ukdzat pPfimo jeke v 2,31 anebo v 5,6 . Jiny divod -
mnoZina raciondlnich &fsel v 0,1 je spodetnd, tedy nulové.
Tudl¥ D~ O v<01> .|

b) nee:d.atuje (R)f D{x}dx
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| Ukazte, %e libovoln§ hornf soutet je 1 a libovolny dolni

soudet je nula ."
. L
¢) neexistuje (N) f D(x)dx

f Uka%te, Ze neexistuje primitivni funkce k Dirichletové funkci
v (0,1). Tvrzen! dokafte pomoci jedné z nésledujicich v&t:

A/ Bud F funkce, majfci v intervalu ¢ a,b) vlastni derivaci
F', ud {a,A4> C {a,b> libovolny intervel. Potom ke kaZdé-
nu f leffcimu mezi hodnotami F (&) , F (A) existuje

7 € <X, 8> taky e F(7) = £ /tzv. Darbouxova vlastnost
derivace/.

B/ Bud F funkce, majic{ v intervalu (a,b) vlastni derivaci F’.
Potom funkce F Jje funkce tzv. Balerovy l.tridy /tj. -jest
limitou posloupnosti spojitych funkef na (a,b)/ a mnoZina
bodd spojitosti funkce F  je hustd v intervalu (a,b) /tj.
oznaéime=1i A mnoZinu bodl spojitosti funkce F' v interva-
lu (a,b) , je A = (a,b) , kde A znamend uzévir mnoZiny A
v (a,b) /.

Viz té% pr. 3,16 .|

7
d) neexistuje (2N) /" D(x)dx .
+00 e

inx
3,4, UvaZujte / 2 = dx . UkaZte, Ze

o
a/ existuje jako Newtontiv

sinx X sinx
n?unkce 3~ Je spojitd v (0,40 ) , }i.rg x - 1, tedy
sinx

int
funkce (N) f 23" 4t je primitivn{ funkef k funkei
5 .

na (0,+0 ) ; zbyvd dokdzat, Ze existuje kone&nd limita
X .

1im f si’:t at .

x—-yooo

Aby tato existovala, je nutné a stali, aby byla splnina (B - C)
podminka, tj.

‘x”

' /
Y 1 v V(xox,,x%xa @l‘/x-%édé-;/i%t—dt’(&).

E>0 x>0 X X4
x#
int
Odhadn¥te )'/\s i~ 8t pomoci integrace per partes pro Newtonovy
integrdly /vdta 70/. Viz %éZ v&tu 75 /Dirichletovo kriterium/.”

b/ neexistuje jako Lebesgueidv /viz p¥. 3,47/,

¢/ neexistuje Jjako Riemanniv.

3,5. Definujme funkei f takto:

f(I]_]-_) =1 ’ n:l,?,...., f=0 jindev <0’1> L]
Ukafte, Ze P
a/ existuje (R)f £
a
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3’6.

3,7.

3,8.

3,9.

3,10.

T viz nap¥. v&tu 57. Dokaite toto tvrzent také pifmo z definice.
Je ihned vidt,” fe libovolny dolni soulet je nula a Ze k libo-
volnému & > O existuje d¥len{ D intervalu < 0,1, pro ns%
p¥*isludny horni soulet je men3{ nef &£ . " .

7
b/ neexistuje (W) / f

[ Viz nap*. obecnou v&tu A v 3,3¢c .
UkaZte téZ pitimo, %e neexistuje primitivni funkece k funkei f

na intervalu (0,1> Il
e/ naexistuje (ZN)ff
[ Neecht F je zobeenEné primitivn:[ funkce:k funkci f na inter-
velu (0,1> , potom nutn¥ je F konstentni v intervalu ¢ 0,17,

tudiz 2 1
F (ﬁ) £ f (ﬁ) .

UkaZte, Ze neexistuje zobecnénd primitivni funkce k funkeci f
na (0,12 té% pomoct véty A v 3,3¢c . ||

Bud f(x)
£ix)

a/ neexistuje (N)‘_/ £,
b/ existuje (2N) :}‘*f'
J v .

sign x na E; /tje £(x).=1 pro x€(0,400) , £(0) =
-1 pro x € (-o00 ,0) . Potom
+1

Pozndmka

Rikdme, Ze ™ ff konverguje " , prévé kdyz £ € £, .

Rikdme, ze " Y f existuje ® , Jestli¥e £ ex; ; v piipads, Ze
integril existuje, ale nekonverguje /tj. v pPipadd, Ze f€ éf,.’: - 08”/,
budeme téZ n&kdy Fikat, Ze " )/; f diverguje " .

Bud f spoJjitd v intervalu {a,b) . Potom £ E.f(a,,g) ,
1
dokaZte! )
T 1/ extstuge (R)[f a pouZije se véta 49 .

2/ UkeZte, Ze fe/L(a',,,) /véta 48/, £ Je omezend na <a,b),
pouZije se vita 31 ."

Bud -oc0<a < b < +oo ,;bud £ spojitd v (a,b) . Necht existujl
vlastni limity lim f{x) , 1lim £(x) ,
X+a X—b&_

L 3
Potom £ €L, 4y « Dokaite !
Platl tato v&ta 1 pro a = -0O & b=+00 7

Bud -00 £ 8 < b < +00 ,nech:ﬁ £ Ea‘f;;"g) /tj. nechl existuje
() / £ ! /. Potom
1 . -3
n
ff(x) dx = lim jp f(x) ax .
%o +00 %

DokaZte!

T viz vitu 28 .|
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*
Predpoklad f € of(a ) je podatatny, ukaZte, Ze jej nelze vynechal
]

*

4 n i
Poton /f = 1im ff . DokaZte !
3 0 P

Opét nelze vynechat pPedpoklad exlstence integrélu vlevo, ukaite !

° * < +00 X L7, Pot
3,12 J4Bud -0€£a b= + -gnecht £€XL o, g, o Potom

4 x .3
ff = 1lim ff = 1im /f . DokaZte !
a X+b_ & .

X>a,
” Pou?i jte vétu 28 a ndsledujici vitu /Heine/:

"bud ¢2 funkce v intervalp (a,b) , bud A€ El*, poton

11113 @(x) = A &> pro kaZdou posloupnost
X o

o
{bn}?; ’s b, <b, b b jest nl-j;lgo @b ) =4 "
viz téZ ev. 4,14 . ||

3,13 JBud -c0€a < b £ +00 ,bud f sgpojitd funkece v (a,b) .

Necht F je primitivni funkce k funkei f v (a,b) /prod existuje 7/.
*
Jeatlize f € & (a, %) » Pak exigtujl limity 1lim F(x) , lim F(x)
’ x> a, X2
/ne nutn# vlaastni ! / a

(L)ff = 1im F(x) - lim F(x) .
& X+5 - x>a,
Dokazte! ;
[ zvolime-11 ¢ € (a,b) , je pro kazdé x € (c,b) / £(%) at =
; y .
= F(x) - F(e¢} a aplikujeme 3,12 . Obdobn& se zjistf, Ze

(]
£ = F{ - 1lim F ta 1 ust 26 .
a/ c) = 2+ {(x) , staéi nyn t vétu 26 "

3,14.| Poznamka

Pfipomenme ndsledujici vét;;.
A/ Nechfxexistu,je (N) / £ . Potom pro ke¥dé x € (a,b) existuje

(M) 7[ f a ozna¥ime-1i tento integrél @G (x) , je @H primitivni
funkce k funkel £ na intervalu (a,b) .

B/ Vyslovte obdobnou vé&tu pro ZN - integrdl /véta 66/.

- ¥ £
3,15.| 8/ Nechi ex:l.atug:’. (N)[ r gi (L).[ f , necht £ je sgpojitd v (a,b).

Potom (N)/ £ = (L) _/ f . Dokaite !
a a

H_PouZijte pPedchozi pozndmku 3,14 A , vitu 28 a Heineho vétu v 3,12
&i pfimo cv. 3,12. ||
&

b/ Nechl existujt (ZN)J £ i (L) h/f , necht £ je spojitd v (a,b).
Potom jsou si rovny, DoksZte !
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*
3,16.

‘Bud: F funkce, majfci v intervalu (a,b) vlastni derivaci. Potom existu-
ji spojité funkce f_ v intervalu (a,b) tak, Ze F'= lim £, v (a,b) .
DokaZte !

“ Zvolte x€(a,b) , bud n takové piirozené ¥fslo, Ze x + % € (a,b).
FPoloZte fn(x) =n . [F(x + l) - F(x):l a uka¥te, %e lim f (x) =
n maeo I
= F'(x) /z definice/.
2

Bud nynf n_ €N takové, Ze a <b - oz -

Definujme nyni pro libovolné n 2. n_ funkel fn takto

o

/n.[f(x-i-%) - f(x)] .pro x € {a,b -% >,
fn(x) =

\ 1 a] _2
n.[f(b-ﬁ)-f(b-n) pro x € (b n,b).
Lehko ukéZete, Ze posloupnost fn Je hledanou posloupnosti. |]

Srovndte-li tento vysledek s 3,3c , vidite, Ze derivace libovolné funkce
v intervalu (a,b) /pokud v tomto intervalu existuje!/ Je funkce Baierovy
1. t¥{dy. Derivace libovolné funkce v intervalu (a,b) nemusi byt spoji-
t4 ve vBech bodech (a,b) /uvedte p¥ikled !/, ale z 3,3 ¢ plyne, Ze
bodd, ve kterych je derivace nespojltd, nemiZe byt "mnoho". Presndji,
mnozina bodd spojitosti derivace libovolné funkce v (a,b) Je v tomto

intervalu husta.

Bud F funkce, majici v intervalu (a,b) vlastni derivaci. Potom
F'€ A, ¢). Dokaite ! -
I Pouzi jte predehozi cvideni 3,16 , vétu 48 a vétu 30 .0
<
Neecht existuje (N) /[ f. Potom £ €A g, 4, dokaite !

-
“ Pouii jte pPedchozi cvideni 3,17 . “

Vyslovte a2 dokaZte obdobné v&ty k vétém ze cvileni 3,16 - 3,18 pro zobec-
nénou primitivni funkei a pro ZN - integral !

Necht funkce F mé v intervalu {(a2,b) vlastn{ derivaci.
Dokatte, e F € (a,t) /srovne jte s 3,17/. !
2
Neeht r e, 4 - & (a,4y+ Poton ]fléfﬂ;a'tg) a f]f] = +00 .
DokaZte ! a .
H?)uﬁijte vdtu 35 a vztahu lf] =t o+ f"_._”
4

£
Necht existuje (N)ff. a neexistuje (L)/f .
Ukazte, Ze @ &

?

*
of €Ny —€ae

b/ f mn¥ni na intervalu (a,b) své znaménko, tj. neni £ = 0 anebo
f£ 0 na (a,b) ,
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¢/ (L)flfl-+oo ,
a/ (N)j:f| neexistuje .

Srovne jte téé pro zajimavost s cvidenim 8,50 .

3,23, Pozndmka
Y Z £

Podle predchozich cviZen{ je ziejmé, %e pro vypoéet (L)f f nestadt

nalézt primitivn{ funkeci k funkei f na (a,b) a gpolitat rozdil pFislus-
nych limit. Vdy musime ne jarive ovérit, ze (L) /' £ skutednd existuie,

tj. Ze funkce f patfi do systému «f(a 4 - Prostudujte peélivé ndsledu-
jici pPiklad.

13,24, Definujme funkei f takto:

v -
f(x} = 2x sin ikz - -:2-: cos ;a‘— pro x€< -1,0)u(0,1>, £(0) =0 .
Lehko zjistime, Ze funkce F ,

F(x) = x° sin ]'5 pro x € {-1,0) v (0,1 ,
X
FO) =0 ,
je primitivni funkef k funkei £ na intervalu < =1,+1)

/v3imndte si, Ze derivace funkce nemusi byt spojitd funkce ! /.
Dokaite, Ze +1
a/ existuje (N) [/ f£=0,
=

+1

b/ neexistuje (R) ‘[f

I uka¥fte, Ze funkce £ neni v intervalu { -1,+1)> omezen&, uva-

Zujte nap¥. posloupnost _”
3 *n T ,,-—~—

e/ neexistuje (L) T
I wxazte, ze 2x sin Ly € £ (-1, +) , zatinco 2 cos Iy ¢
X

X
* .
¢ & (-1,+41) @ Vviz té% obdobny pF. 3,56 | .

O .
3,25 | DokaZte vEtu 5,3 , tj. vitu

QO
a/ bud a > 0 , potom f konvergu,je.‘,; préved kdyz a > 1 ,

a x
b/ bulte a,b€B , a<b, potom / dx -

konverguje & o £ 1.
(x - a) .

x
" UkaZte, %e funkce ;3&— € x(a’_'_m) podle v&t 48 a 53 a poté po-

uZi jte cvildeni 3,11l. TéZ pak miZete pouZft p¥. 3,13. Obdobn& pro

druhou &dst . ||

o
3,26 { DokaZte ndsledujici w&tu:

"Budte f,g spojité a nezdporné funkce v intervalu < a,b)

/-0 { a { b £ +00 /.Necht existuje 1im XL _ ,
x4, glx)
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Potom
1/ je=1i O ¢ A { +0c0 , platf [onf(a'&) = 862(4’&)]3

2/ je=-li A =0 , plati [g € .f(a,ﬁ) = £ €L, 4 ] s
. »
3/ je-11 A'= +00 , platt [g € Lia ¢)-Lpa, 4yt ex(a‘,,-,-xm,&)]_’.’

-»

f Pou?i jte definici limity a v&tu 31 ."
Jak by bylo moiné poZadavky kladené na funkce f,g zeslabit ?

3,27 ..{ DokaZte nésledujici vé&ty:
1/ Bud f spojitéd a nezdpornd funkce v intervalu {a,+®) , a> 0.
Necht existuje 1lim f(x) . x* = A . Potom
. X400
1/ Ae0p40) = [tedy o & ad 1} i
2/ a=0 = [a>1 = t€%Ls 00] 5
3/ A=+00= [(Xél = Jf=+°°]
I Pou?i jte budto cvideni 3,25 a 3,26 anebo pfimo definici 1i-
mity:—u
11/ Bud f spojitd a nezdpornéd funkece v intervalu {a,b) , 8&,b€ Eq -
Necni existuje 1w £(x) . (b - " =4,
EY
Potom
1/ AE(0,+00 ) => [féffa,,&) S a < 1] )
2/ A=0 =3 [a:<1 = g |,
3/A=+00=>[a’=—‘1=%ﬁ=+oo .
Vyslovte obdobné véty pro nekladné funkce !
Jak Jje moZno oslabit piedpokledy o funkei £ 7
3,28.| | Dokazte, ze —d— € & (0,40 ) 1

1+ x

|| 1/ Funkce ;‘%“;2 Je spojitd v intervalu (O,+o0 ) , tedy

1 .
5 € /A5 10y /vBta 48/. Jelikot je tato funkoe kladns,

1+ x o
. —4 e £
je /v&ta 33/,
1+ %2 (0,+00)
.2/ ProtoZe funkce I-l-—-z— Je spojitd v {0,1> ,
. + x !
’ 7
existuje (R)‘/' 1 dx , tedy —-L—é- Eogto 1) / vita 49/,
1+ % 1+x !
Jelikos v E, déle plati odhad 0 £ —d— = L
1 1+ 2 . o2
X . X
a x—%— € &, o/vita 53 8 cvil. 3,25/ , Je i 1—+1—2 € £y 1o0)
x ¥
s _ a2
/vita 31/. Pouzitim vity 26 odtud plyne, Ze e € gemm)_

3/ PouZi jeme=1i cvidenf{ 3,27 , dostdvdme ze vztahd
Hp —2— . ¥ =1, a@=2>1
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tvrzeni, Ze ---]‘—-2- € $ﬁ+m)
1+ x

4/ Jiny zpisob ddkazu:

jeliko? jsme zjistili, %e (L) / —-l—x-é- dx existuje

/ -—1-;2— € o‘f(o sy / @ Jelikox
*¥=+00
(N)f = [arctg xJ = -52;— , Wusi mezi obime
1+ x=0

integrély nastat rovnost /pt. 3,15/ , tedy 4 (L)f;—l*—- ax
+ X

Je koneény, tj. '-"'—l— E x(’a +00) -
1+ x

5/ Pouijte téZ cvi&. 3,13 . “

Pochopitelnd, Ze jsme mohli postupovat i jinak, napf. vyuZit odhadu

0 = —-1—:2 = 1 pro chovdni integrdlu v intervalu (0,1) ; zkuste nédsle-
1l +x

dujicl tvrzenf dokazovat z hlediska dobrého procrideni ldtky - vidy viemi
moZnymi zplsoby. '

00
3,29. Bud a € E , poton /'..95_ =+00 .
‘ J %

[ Pouztjte vtu 26 a 53 .|

[==]
3,30, UkaZte, Ze f—;—-ﬂ-—— =+00 !
o x3+1

r4
[ 1/ vxazte, 206 =& ,
J,/’:3 . 1 (o,+o}

2/ ;—__].1.__
I/xa + 1 oo
3/ ddle ukaZte, Ze f 3
7 x>+ 1
a/ posledni tvrzeni dokédZfeme tieba nédsledovnd:
tvrdime, %e existuje takové x > 0 , Ze zi- =

€ &Ly 9)

dx

c + 00

;——l—-—-—-
£+

Pro x)xo.

Jak dokdZeme tuto posledni nerovnost? Zke jm Je tato nerovnost
ekvivalentni s nerowvnost{

—21"-‘—"'7# pro x)xo.
X +1

Protofe ale lim —rf——— =

rotoZe ale x»o% ‘;/3— 1 , existuje nap¥. k ¥islu
£ =
x >

takové x  /podle definice limity/ , Ze
1

1l =
l-3 = = 1 +
2 ";x3+1 2
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coZ jsme vlastn® cht&li ukédzat.

-]
Jelikof nynt fg}:-—dx=+oo , dx = +00 ,
X

o0
—r——
Je /=
[Fese ooy
Jak je to s integrdlem f 3 s Je=d x> 17
/e v

1

b/ pouZi jete-1i cviZent 3,27 /cok vlastn® neni nic jiného, neZ
rychle provedend &dst a/ /, je vzhledem k

x]jﬁﬁ.x=l, a =1
0o .
dokézéno, Ze j = + 00 . |}
2 £

Cely postup sl dobfe rozmyslete a jednotlivé kroky podrobn& odivodnite!

7
2
: log (1+x
3,31. DokaZte, Ze f -—8—-(-——-) dx konverguje !
o

1+x?

“ UkaZte, %Ze integrdl exlistuje jako Riemanniv ! ||

P¥#i vyBetfovdni konvergence integi'élﬁ, Je tf-eba‘ velmi dobfe zn&t chovéni
jednotlivych funkei - zvlA&te v okoll *nepi{jemnych® bodl. Zopakujte si
proto, jak vypadajl napffklad nédsledujfef limity:

k

lim o . log x , um‘; , 1ipg == 14p 22X
X0, X++%0 ¢ ¥+ log x ' o %
1l-cosx arctg x ex-1 11g log(1tx)
xl}% x° » B x - - ' xab X LR
3,32. Dokaﬁ'_ce, e e""ze &f(a’”o !

“ 1/ Funkce 1'2"‘2 je spojité a kladnd v intervalu (0,+00) ,
- » .
tedy e E x fo'.'.w) .
2/ Zfejmd e~ € gﬂ’, 9) /pro&?/; protoZe

Anoe™ . % =0, Jo podle cvizenf 3,25 i e % (g r00) -
Tudlz e = € & 5 400) -

3/ Lze také postupovat takto /coZ neni nic jiného, nef dlkaz vét ze
cviZent 3,25 /:
exiatuje takové x

: Prol?
NaZe nerovnost je e]cvivalenthi nerovnosti

o 2 28 Oé'e-xz.é‘;zl' Pro x > X, »

0=’=e-x2.x2£1 Pro X > X, -
. - 2.
kterd vyplyvéd ze vztshu lim e . =0 a z definice limity.
o0 8 X0 .
Protole [ # dx Jje kone&ny pro X, >0, Je kone&ny i integrdl
; »

oo .
- . -
){e .dx + Lehko ukéZeme, ?e e " € bl (0,%0) *
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4/ Je8td jiny dlkaz:
pro keidé x € E; Jest % a2g + 1 /prod& 7/,
tedy téi e-xaé e=2¥*l  Jodtvodnste t / . -
Zrené (L) fe —2x*1 9y exigtuje /tj. Je e 2,400/
a (M) f -2x1 4 = § . Odtud jiZ lehko ufinime zdvér,
Je 0 = fe & dx = g /s pomoci jakych v&t ? / .|

2x+1€ x

X

e
3,33, DokaZte, Ze == € Ly gy

X

3
W1/ opst wkaste, ze ~2= € £, 5
/ -1 ‘

2/ ProtoZe
1
x =
. & 2 [} . 1
lim S=—— . {x - 1)° = tedy a =<1
X 'f+ sz"l ‘ ’2 4 2 . 4

>4

2
je podle 3,25 € L
Jep ’ /}:{a (7.2)

3/ Ukn%te, Ze existuje takovd konstanta k > 0 , Ze

X

/ x2-1 x=-1

Toto dokaZte napi. takto:

‘ x
0 = ex = -——-—e 1
x°-1 Y/ xe1 V-1
x
a funkce —=f&——  je spojitd v intervalu 1,27 , tedy
Fx+l

i omezend v {1,2) .
Ze vztahu —L— € :8(,,, 2) pak plyne tvrzeni . ”

X=1

3,34. DokeZte, Ze f—i~ax !
l—x

~ —&
I 1/ opat - € .56(““,)

2/ ProtoZe lim (lL-ex=z , =1,

AR 3

plyne podle 3,25 tvrzeni.
3/ UkaZte, Ze existuje takovéd kladnd konstanta K , Ze

x € (0,1) = —t— 2 K
1- 1-x

= —1-- . a funkce —
1-x° 1-x 1+x+x l+xx®
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nabyvé v intervalu <0,1> kladného minima , odtud jiZ lehko
dokédZete tvrzeni.

4/

a pouZije cvié. 3,13 . "

Spodtéte primitivnl funkci F k funkei

-2 &
3,35. Dokaite, fe- x 4 . 1ogx € & ) 100) — €0, +00)

3,36.

(Y UkaZte, ze x 4

2/ UkaZte, Ze

b/

X

- 1

2 -2
&
1ogxe§fmf) ax
a/ x '1ogxe:{,’(4+w) , nebot
-3 9
11m[x z‘.Tl.og:vc]. x8 =0,
X o0
log x ¢é€(b’,,) , nebo¥ napk.
)
‘x1313+x logx |+« x =-00,

3/ Ukaite, Ze

a/ existuje K> O tak, ¢ 0= x

pro velkd x ,

b/ existuje C > 0 tak, Ze

X

=-C

$
< <0

<

log x

-2

pro x € (0,1) .

4/ Nalezn¥te ﬁrimitivni funkei a pouZijte 3,13 . "

na intervalu (0,1)

»
log x € g(’-f,a-oo) .

108!5;5"’

DokaZte, Ze
1 e ¥ e €0 b0 /ukazte podle 3,28 vdemi zpdsoby, vjsledek si
_' panatujte/ ,
2/ 1°g X € g(ﬂ,’f)
log(l=x) 1l e
3/ x € x(":") 8/ ¥ 4 € x’(’o,f)
l-x
log(l+x) ) 1 Y
logx 1
5/ - € £ 1) 10/ T e.z‘,’(a‘,)
_ x(e )
log x o t
6/ === € Lrm) 11// X ax =400
1+ x g x
00
‘ dx
7/1ogsinx€§f(01) 12/\/‘——-_’2 < + 00

7 X
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1
1/ === € Xpp40)

Bx

14/ y dx
¢ x'+ 1 konver
- guje

X konver

15/ T —guss

o

4
- JQ' konver
o

,
-
19//1°5x e ¥ ax

konverguje
20/ _/ sin x

x konve rguje

1
cos X
21/ / koz}ver
guJe
1 - x

1
22//,._18_3 oo
2 -

(e =]

23/ /_1_05.}_

7
-g-dx

o Jixx konverguje

. —(x2+
25/ x dx konver-

guje

24/

+7 1
28//cos[sm % + e‘:]a_x
=7

konverguje

7
s f logx sin
]

xo / x°=1 konverguje.

i

' x
29/ li/.( Isin %I )€ konverguje

w -
30/ f e ¥ gin x dx konverguje
o

konverguje

Wi

dx konverguje

Wi

32/ ’/. fx—

o

o0
33/f1°:" dx = + 00
2

34/ —_1_— € £(¢+oo)

x(x+1)

35/f t3+1dx=+oo
7 o

AR < N

/x
37/ = € x(a’ 7

dx
38/ / s konverguje

! frax
39/ slnx_ 5 konverguje
a —

o

dx
40/ / = diverguje
o e - cosx

4-103 sinx
4 dx konverguje

5 I3

00
- xt+l ‘
42// x31qx=+00

[4

X
3/ —— €&
a3/ TR (6,400)

konverguje
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+3
€ ;g(b;buO) 49/ u/p Jl konverguje

el

+1

00
sor [ —E_ 50/ f 4x diverguje
/ .

x4'1
d
S zx‘

X + 5 diverguje

ax
48/
X.logx

diverguje

3,370. I/ Bud f definovéna v intervalu (a,#00 ) . Necht £ 644(& +00) 3

£20 na (a,+o ) . Nechi existuje limita 1lim £(x) = A . Je-1li

00 X+ +00
A)O,,jeff=+o0.nokazte! :
aQ

R
| Z¥ejmé f € x(a'_'_m) . Podle definice limity existuje takové
X,> 8 , Ze- 0< % € f(x) kdykoliv x 2 x, . Tedy nutn¥

o0 oo
/f ‘/"A‘ = + OQ -
a 1,2

Co lze #{ci v piipedd, ¥e A =0 7

n

11/ Bud f€£@'+w) y, £ =0 na (a,+o0 ) .
Potom
1/ budto lim f£{x) neexistuje, anebo Mn £(x) =0,
* X0 Xap O
2/ nutng lim inf f(x) =0 .
X-> 4+ 00

f £ = kové lim £
Uvedte p#fklad funkce £ € & 4oo) 0 +takové, Ze Lim (x)
neexistuje ! /Viz kup¥. 3,52/,

Jakéd Je situace v piipad¥, %e neni £ = 0 na (a,+e0 ) ?

3,38. Poznémka

SrovneJte vysledky piedchoziho eviZeni 3,37 & obdobnymi vlastnostmi
konvergentnich Fad

a = .
g_f n konverguje = _!1_3.& a, =0 /

3,39.] Velmi Easto se stévd, Ze funkee JeJiZ integrdl zkoumdme, je funkei je3td

nsjokého dald3fho parametru, tj. jest funkei dvou /eventuelné vice/ promén-
nych. Pro néjaké hodnoty tohoto parametru miZe integrdl konvergovat, pro
Jiné divergovat &i viibec neexlstovat. Nadim Ukolem Jje pak zjistit, do ja-

kého systému funkei dand funkce patii pro rizné hodnoty parametru.
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Viimnite si, Ze ob® v&ty ze cvidenf 3,27 ddvajl nejsilndjif tvrze-
ni v p¥ipadd, %e limita A je konelnd a riznd od nuly. V pifkladech se
vidy snafime tedy nalézt exponent & tak, aby skutedn® bylo 0 < A<+ ,
V dal3ich pi#ikledech vZdy x znamend promZnnou,.ostatni piamena parametry.
Stendri by nedkodilo, kdyby si ji% nynf pFedetl odstavec 4,14 .

- a=]
3,40. Doka%te, %Ze € Ly oy <P 0 < a < 1.
: a-1 A
ﬂ/ Funkce X je pro ka%dé a € El gpojitd a kladnd v intervalu
1+x xa-l ®
(0,400 ) , tedy 1_+x_ € £(Q+w) pro véechna a € Ey
2/ Pouzi jeme cvideni 13 227
a—

W =1, jest

ProtoZe lim
X 04 1+x

xa-l
—1+—x—6'x(0'1) & l-a<l,tj. a > 0.
xa-l
-8
Déle lim T— _x2 =1, tedy
g=1
X .
- €L i) &> 2-8>1 &S a1,
X ’

a-1

Celkovd je ~——— € < 0<La< 1..
1+x

(0,400)
3/ Jiné fedeni:

v podstaté tym% - vdm jiZ zndmym - zplsobem ukéZete, Ze existujl
kladné konstanty K, , X, ,C; , ¢, & redlnd &isla x> 0,
X, > 0 tak, Ze |

Ky = x> 5

x € (0,x) = = )
xl-a l+x xl"a
c a=-1 c
Xx€(x ,+00)=> - = I o« 2
c xz-a 1+x xz-a

Odtud op&t vyplyvd tvrzeni.

4/ UkaZme na tomto pifklad¥, jak by ai m&l asi podinat zkulens jai
posluchat.

Pfedn¥ i uvidomi, Ze integrdl existuje pro kaZdou hodnotu
a €E . 2jistl, %e jedinymi "nepifjemnymi body* jsou body “O*
a" +oo " .V okoll nuily se i.ntegrél bude chovat jako integril
-1
z funkce ¥~ /nebo¥ funkce T+x Nemé v okol{ O na konvergenci integrd-
a=1
x

1+x

] f
lu Zddny vliv/,tedy 1ntegz°éLa/‘ dx bude konvergovat, prdvé kdy:
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- (a=1)< 1 .V okoll nekonedna se bude integrdl chovat asi jako
integrdl z funkce x*=2  /nebol v okolf nekonefna se chové funkce

T%-  joko funkce —i- /, t. bude konvergovat, prévé kdyx

-{a - 2) > 1 . 0dtud ji% zjisti vysledek, a protofe Je zkufeny po-
slucha&, lehko své tvrzeni podrobn¥ odtvodni . |

asd
- x @ ®
dte funkei ——= do systémt & - &
3(0,*00) v zévislosti na parametru a !

[ Provedte diskusi jako v pFedehozim pFiklads ; integrdl konverguje,
-2 .1 "
prévé kdyf a € ( 533 Y . .

00
arctg . ) ‘
3,42. DokaZte, Ze J—ﬁfl dx konverguje, prdvé kdyZ k € (1,2) !
. X .

®
I arct
1/ Ukeite, Ze "—k's'x" € x(a,+oo) pro ka¥dé k € E, .
b

2/ PouZijte cvidenf 3,27:

l1ip OECHEX k-1 g gy

-
>0,
Raiads

X e L, & k-1 <1,

aretgx k T ‘
Mroae x o f

arct

3/ Odhadndte -funkei a"—":ﬁ—" Jako v pF. 3,40 = 3 / .

4/ Zkudeny posluchad:

) arctg x
u nuly se funkece chovd jeko funkce /nebo¥  ———=2s

J ;E}I“ == je asi
1 / , u nekoneZna se chovd jako funkce _lxi / nebol aretg x Je ast
r
> / ' odtud odvodi vysledek . |

‘3,43. UkaZte, Ze
|

00
fxs-l e * ax konverguje < s € (0,+00 ) ,

o
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1/ Integrdl existuje pro kaZdé g € Ey -
2/ PouZijte cvidenl 3,27 .
3/ Lehko ukdZete, Ze

e -
x €(0,1) = l_séxa'lexé-l—

x xl-s !
x € (x,,+®) = 0 £ x>l o ¥ 1o
S
~ odtud plyne tvrzeni .

Viz t62 pf. 8,63 . ||

3,44.| DokaZte, Ze

0
1/ f eP¥ ax konverguje < p > 0,
-0

2
2/ x cOaaxe&‘,’(Qz) & acE ,

in x
3/ m Gz(o,yr) < a €(-00 ,2} ,

4/ a € (0,400) = ﬂi‘;xe"axex(a,+m).

[ue]
5/ \o/‘e_xz cos 2bx dx . konverguje <€ beg E;
f
6/ a = -1 ==>‘fxalogxdx=—00 s
-]

7 (tgn®e £, 7y € a€(-1,+) ,
' 2

n
X

8/ ——— € <> n €(-1,+00 )
1_x2 (0 7) ’ ’

) 1
9/ /1 (1-0 % ax konverguje < p> 0, q > O ,
a

x
10/ —— € Lpim) € ac€(2,400) ,
2+x
* 00
11/ pro kterd n , k konverguje f < ? ,
? 1+x™

00
12/ ka dax diverguje pro viechna k € E; ,
0

l-coax

&

1
14/ € & &a<d1
(sin x> (0 ) '

£

2
1+x

13/ ELppy e k<3,

15/

16/ (og 0 €Ly, ¢ nd>-1 ,
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4
17/ f x2 dx = .+ @ pro kaZdé n € E,
¢ 1-::4 .

o
18/ _/‘-1—0%*3-)- dx konverguje < n € (1,2) ,

19/ /m dx konverguje <> a € El

S 12

20/ / 10,(/1_-1_]:) dx konverguje <> a € {~1,+¥1) ,

21/ f £o8 2x ax konverguje < @& €E, , a#0,
0 a +x : 1

22/ _/log (sin ax) d@x konverguje <% a € (0,1) ,
o

E, = —x
23/ a € 1 x—z—'2'+a ¢ x(o'_,,w) )

24/bud a > b, potom
o0

xa-,l - xb-l
f = dx konverguje € 0 (b < a <1 ,

25/ fs:l.n ( * 1- x?)} dx konverguje P a € (1,+00 ) ,

26/ fxs (1 - xa)tdx konverguje < a > -1 s 2> -1

-xK

21/ e X €L, P kER ,

7 -1 '
28/ n € E, =>[£-dz=+oo

1-x
® 2

29/ dx diverguje pro viechna a,A € E

1
A a“+

Dalifm typem p¥fkladl, které budeme *e¥it, jsou udlohy, v nichZ méme
ukézat, Ze dend funkce nemé integrél, tj. %e neleff v systému & * . Pro-
tofe v praxi se nesetkdme s neméf-itelnahni funkeemi, Jjde o to dokdAzat, Ze
dand funkee le’f v systému A -£ ¥, K tomu budeme hlavnd pouzivat
nasledujicich v&t - vEty 26, 27, 35 & 44 , zopakujte sl Jjejich zné&ni !

”®
3,45. DokaZte, Ze sin x E'A(o,+w) - x(0,+°°)

/DopouBtime se zde jedné nekonkretnosti - misto abychom sprévn psali
*funkce sin®, piSeme "funkce sin x" , Ztendfi tato mens{ nekonkret-
nost snad nebude vadit./
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“ 1/ Funkce sgin x Jje spojitéd v intervalu (0,+00 )} , tedy
. + 4
sin x eA(o,wo) . 0dtud plyne, %e (sin x) € 55‘(01,.,00) 3
(sin x) "€ €%, ,0) /vita 35/ a podle véty 27 Je

o0 ) (2n+1)7
f(sinx)+dx=z . sinxdx=+00 -,
0 n=0 2Tn
e *
obdobné \/(sin x) dx = +00 y tedy sin x ﬁ' '2(0,4-00')
/véta 35/.
. % _
2/ Kayby sin x € £, o) » musel by mit podle vity 27 smysl soulet
00 .

(r+1) T
f sin x dx , cof vdak nen{ splnéno.
x=0 ‘“nrw *
3/ Kdyby sin x € z(a-l-ao) , musela by podle cvideni 3,13 existovat
limita xli& F(x) , kde F je libovolnd primitivni funkce k funkci
-

- c03 x 2 uvedend limita

sinx na (0,+e ) . Ale napi. F(x)
zie jm& neexistuje.

4/ Definujme si funkei g na E, takto:

/ gin x pro x € (0,+00) ,
0 pro x € (-00,0> .

UkaZte podle definice, obdobn& jako v pF. 2,30 , Ze

'Kg=+0° ’ ;&g="°° ’
oo o0
teayi1 [ sinxax=+o° , /[ snxax=-0 /fviz
. o

[
definici za vdtou 12 / .
x
Odtud je viddt, %e nemiZe byt sin x € x(“w) -
!

+ 00
3,46. DokaZite, Ze neexistuje f x dx !
-00
[1/ vkazte opst, ze x € A a ddle, Ze
+ 0O o0
/(x)+dx= /xdx=v00 ’
oo ° o
/(x)-dx= /(—x) dx = + 00 ,
-0 -0 *
2/ Kdyby bylo x € x(_m,m) , musel by mft smysl soudet
o (e 0]
x dx + x dx .
Lre )
3/ PouZijte téZ cvideni 3,13 - kdyby bylo x € & foo,400)
+00 .
2 2
elo by byt x dx = 11 - 1lim
mas ¥ ¥ -\o{‘x xar00 2 x+-00 2 !

ale rozd{l poslednich limit nemd smysl.
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cmsin X
3,47. DokaZte, Ze neexistuje (L)f - ax !
)

/Viz té% pr. 3,4/.

“ 1/ Pomoci vztahu

ek, (k+1T) = > —i—

= {x+l)T

sl

a véty 27 ukaite, Ze

+00

00
i + > 2
(RAE 7 gy = Z —_—— = 00 .
of X n=o  (2n+1)T

/‘msinx
Obdobng / (=) dx=+® .

&
2/ PouZijte té% piimo vitu 27 .

3/ Lze pouZit cvideni 3,13 pro dikaz neexistence tohoto 1ntegrélu?||

co
3,48. Provedte diskusi existence a konvergence f sinax ax !
° X
xr N .
“a/ ag {2,400 ) = fE—Ilél‘-dxz...oo ,
4 x
o6 _
sin x
fl Idx < + 00 .
a
;2 x
b/ a€(l,2) = HnE ¢ Z 5, +00)
x 2
o0

in
sxa X dx neexiastuje .“

¢/ a€f(-00 ,1> = .a/

Jakd bude diskuse, budeme-li chépat tento integrdl jako Newtondv 7

[~
35 oiazse, e
sin x
1/ (1_x2)a € f(:—f’+,,) pro a € (-~co , 1} ,
sin X x
e e'_/l(_f'+1)—f(_,'+0pro a € 1,400 ) ,
1-x7) oo
2/ neexistuie fsign x dx ,
"

3/ neeXistuje fcos x dx
+00

-0
4/ neexistuje f X dx

¥+l
. 00
5/ neexistuje / 1 cos x ax
4 x
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3,50.

[ pouzijte vztahu

(2k+3) T,

£ € ((2k+1).f

2 ’

2

)@_]_..__2 2 1
B k-

. &6/ neexistuje / sin x° dx

[
ﬂa/ ukazte, Ze

f“:sin x2)+
)

o0 [‘(zkﬂ):[

ax = - / sin x* ax %
k=0 JIKT |

> 1 :

2 g [’(2]:4-5)3 - /E]

a posledni ¥ada diverguje,

(=
obdobn& f(sin ¥)~ ax = + % ’
2

b/ pomoci véty o substituci ukaite, Ze

oo

B/Sin x2 dx

o0

. _
=é]_,",/’::1nz,rdar

vy

tato rovnost platl c¢co do existence 1 co do hodnoty ,
podle p¥. 3,48 viak posledni integrdl neexistuje “,
[ -]

2
T/fﬂz'dx=+m

o X

T viz obdobny pr. 3,47 |,

(- -
8/ neexistuje f
o

gin ax

£y

dx pro 24dné a ¥ O

IlTua a > 0 , vyuZijte odhadu

2k T (2k+1) T (2k+) T
)=}’xz-x+1 £ x 3 = |

xe(a ’

Definujme funkel f +takto:

(-1)"

£fi(x) =

DokaZte, %e f GA(M

0a)

pro Xx E < n"‘l’n) ’ n=l’2’3’o;ou .

z*

(0, +0)

I 1/ cazte, 2e £ € A (0, +00)
a/ pouZitim véty 56 anebo

»/ ndsledownd:

definujme funkce f  takto /n = 1,2,.../

(~-1)2
n

£, (x)

£ (x)
n

potom f_ € A

pro x € { n=1,n) ,

0 Jjinde ,

(0,+%0)

/prot ¥/ a



>
f= £ .
n=7 n

) oo+ oo_
2/[rz~/‘f=+w . _ .
-1

=]
o>
/ Xayby f € k nutngé f=
3/ Kdyby E PPTEIS ) 3 .af ,,Z.:-; -

1

tato ¥ada konverguje, cof je ve sporu s vitou 44 , nebol
oD

VACTIEED i IR

o LA -] oo

Co 1ze *1ci o (N)ff & o (ZN)'\/f T
[-]

* _
3,51. Zkoume jte = 5 dx pro 420 , ay>o .

¢ 1l+x°, 8in°x

“ Ukazte, Ze -

A ¥ 4
X
1/ € ¥ pro & > 0O aA20
& yny (o,+0) _ ' ’

1-i-x

2/ plati vztah

e Y
(a7 Y A
x€lnr, (n¥) 7 ) = - = a:xz <
1+ [(n+1)7r]¢. sin"x 1+x” ein"x
7|’
= I
- -3 2 ’
(DT 1+(n¥) . ein'x
= T
3/ 4> 0= R ———
ay 1+ A sinx /1 + 4
T A
x/7 dx
va>o0 ,020 3 f a konverguje

ad ,14- [(n+1).'lf:la ¥ 1+ % . sinzx n=g ;1 + (nﬂ')“

g -1
6/ nd3 integrél tedy konverguje, prévé kdy? konverguje ¥ada > nﬂ ;m,
n=7

tedy prévé kdy:r 7 - %a: {=1 tj. prédvd kdyz &) 2 (4 + 1) .”

A 00 Y.} A
s/ i x(nT) ‘/ x? ax _ i [(a+1) 7] ’

3,52.| Pozndmka

Podle piededlého cvileni konverguje napifklad integrdl

oo
xdx

o 1+ x5 N sinzx

x .
Funkce 5 > je spojitd v intervalu (O,+ 00 ) a viimnite
1+ x° ., ginx ) ‘
gi, Ze pPes tyto dvé podminky neni lim —_— =0 , Stadl tteba
EEEY - 5 2
1 + x"s8in"x
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Xh

uvafovat posloupnost x, =a ¥ a dostdvénme, Ze xﬂ% . " =
| 1+ x) stn’x
x
=+00 . Cemu je tedy rovna lim 3 ?

X440 3 o o5 ainfy

MNiz té% pi. 3,37/.

—
'L3,53. Budte o > 0, /A = 0 . Potom
o0 xﬂ
@ dx konverguje €& & > L7
o 1+ x% ., |ein x|
DokaZte !

x
3,54.| Budte a,b,c kladnd. Potom
oo ax

e
/ dx konverguje &% b + ¢ > 2a .

0 obPX | 40Pk + e | coex

DokaZte !
[ obaobné p¥. 3,51 . Je nutno spo¥ftat

2nt+3
-z r
/ 2
A dx
_z_zz T & sin®x + B cos’x
f e.n
Né3 integrdl pak komverguje —_—
N=t r e!:vn+cn

konverguje & b+ c¢c > 2a . ||

* 1
3,55.| Zafadte funkeci £ , f(x) = ~————, do systémi

e .lsin xl

R
£(0’+w) ’ &f@w -x(o_,+oo) v zévislosti na parsmetru a !

3,56.] /Viz té% pi. 3,24/.
Definujme funkci f na intervalu (0,1) p¥edpisem :

- 4 (x° ai )
0 = & smx%)

UkaZte, Ze

7
a/ (N} Zf = 0 ,
1
b/ (L) ff neexistuje .
2
“ Zie jmé fej[(a‘f) , T(x)} = 2x dn% —2}1 coa%— .

x

Funkce 2x sin—%—- leZ{ v systému 2’@,}, vySetfujme funkei g ,

x
- r *

glx) = ...Z.xI cos -;2— . Ukéi:me—li, Ze g ¢ o‘f(a 1) s Y¥YPlyne

odtud a z vity 41 1 £ ¢ .91’/0 ,
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3,57.

3 ’58.

3,59.

o
3,60.

.
Bud tedy a, = (n + %‘) 1 y b, = (n - %')--I- ’ xe(“n’bn_)' Potom

ny -3Té L SaTeiT
b 4

3
1
tuafz Icos—'-z-lé 5 a |
7 00 b& o0 .&31
f‘gl-‘é 27 ) % Icos§-|dx§-7rz g dx =
. 'll'"a =7 dn
0o
—L 29::3'—: o0
T2 ,?; log3n_1 * '

SR
Podle vty 44 a pf. 3,22 nemiZe byt g € f(a ,)-J

Bud f funkce spojitéd na intervalu ¢ o,1>1 , £(0)y =0,
Necht existuje vlastni £,(0) . Potom £, ax konverguje.

Doka%te ! ' x3

ﬂ_"' £(x) et .
Ukafte, Ze x.‘g.a '7; . /.x—- £,(0) a pou¥ijte 3,27 . "

Rozhodn#te, zda plati hésledujici implikace:

o/ teL, = reL, ,

v teLr |, fe¥y, 2re¥, ,

o/ £eN, , ££e€X, ,uu< ro0 = e,
Mpoustjte vatahu |£] < 3 (1+ ) |,

v ek, , fe¥, - teel,

o/ e, fe&, o, ted, » sed, = fgel,
[ pouzi jte vztahu. | .8} = % (£2 + gz)_” ,

£/ fze&f,.,, , sze&‘,’” =3 (r+g)ze$M »

e feX, , £eL, . teeld, D> (£+°cZ,
[ooutijte vatabu (£ +.g)° = 2(£2 + g"')_ﬂ .

Bud -0 £ a <b< +0 , recht funkce f Jje spojitéd v intervalu
(a,b) _‘a necht f € Jf(a’.&) « Potom exiatuje (N)é/l f /a je roven
(L)/f /, dokaite !

* [Powrijte cvident 3,13 -

DokaZte ndsledujici tvrzeni:

1/ f monotonni v intervalu f{(a,b) = f £ A (a,4)

[Pouzi jte vétu 56 |

2/ f omezend na mnofing M , reAM ,cum<+oo=>re:£,.,, .
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3,61‘.r Definujme funkci q na intervalu (0,+00 ) takto:

Je=li x € (0,400 ) , Je q({x) nejvitS1i celd &falo, které Je

men¥i anebo rowmo -;- .

Polozme dle £(0) =0 , f£(x) = q(x) . DU ore x e (01> .
Ukaite, 2¢ £ ¢ £ g =+00 .
| ' (0,+00) ¥ f





