
3. Zkoumani konvergenee integralo..

Jednou ze zakladnieh uloh integralniho poctu je ~loha zjistit, do jakeho

systemu funkci zadel)a funkce patri. Jedna se hlavne ° urceni f'unkci ze systemo.
Je, /£ *-:e ,A - :1:*. S funkcemi, ktere by nepatrlly do systemu A Isystem

vsech metitelnjch funkcil se nesetklime. Funkee ze systemu A - e: jsou meti­
telne, ale nemaji integral; funkee ze systemu .:e * -:e maji Lebesgueo.v imtegral,
kter1 me vssk nekonecnou hodnotu Iv tomto pripade rikSme, ~e jejieh integral di­
verguje/. Funkce ze systemu :e maji.konecnj Lebesgueo.v integral Irikame, ~e je­
J1ch integral konverguje/.

Mame k disposiei hlavne nasledujici vety - vety 28, 31, 33, 35, 48, 49, 53,
jeste jadnou si je zopakujte.

~ PoznWnke

polozime
...

a existuje-l1 If,
libovolnou funkei

a

b<a,;O+oo
a

./ t "0 pro
a

-00 ~Je-l1

Dale polozime

Je;611 I jednorozmernj interval, I" < a,b) , pilleme misto I ObYCete

j' . Je-l1 J nekter1 z intervalo. <a,b) , (a,b) , (a,b) , plati J f "
a ~

"~f , jakmile me alespon jedna strane rovnosti smysl Imnoz1na 1- J

je totiz nulova, odo.vodnete podrobne ! I.
Obdobna je s1 tuaee se symboly

Ja J+OO
-00 '-00

~ Vztah Lebesgueova, Riemannova, Newtonova a zobecneneho Newtonova integra­
lu v El

Riemanno.v integral - je definovSn jako spoleena hodnota horniho Riemannova
integralu I " infimum hornieh soucto.l a dolniho Rie­
manno:,a integralu I = supremum dolnieh souctO./,

- je definovan pouze pro omezene funkee a uzavrene
intervaly <a,b) ,

- existuje napriklad, je-li funkee f spojita v(a,b)
Iviz te~ obecnou vetu 57/, oj.

- znacime jej symbolem (R)J '
4

Newtono.v integral - baa F primitivni funkee k funkei f DS intervalu
(a,b) [tj. F'" f v (a.b)], necht ex1stuji
ylastni limity lim F{x) • lim F{x) , pak definuje-

x...4+ x...1-_ .
me Newtono.v integral vztahem
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I-
(N) r f = lim F(x) - lim F(x)i x-+J_ x-+cz+

Ije-li a nebo b nevlastni , chapeme pochopiteln~

x -+ b jako x -+ + 00 x~ a+ jako x -+ - 00 1
- existuje napriklad , je-li f spoji~ v uzavrenem

intervalu <a,b > I

- je-li f spojita v otevrenem intervalu (a,b) ,
pak je~te N - integral nemusi existovat ,

zobecnenj N - integral - viz definice 63 a 65 ,

- bua F zobecnena prim1tivni funkce k funkci f na
intervalu (a,b) [tj. F je epoji~ v (a,b)
a F'= f plati v~ude v (a,b) a! snad na kone~nY

po~et bod>1 ] , necht exietuji ylaetn1 lim1ty
lim F(x) , lim F(x) , pak definujeme
x~ ""+ x-.b_

~.

('Ol)! f = lim F(x) - lim F(x) I
... x~lJ_ x-oa+, *

Lebeegue>1v integral - je definovan pouze pro funkce ze systemu:e ,
- je-11 zapottebi jej rozlUit od ostatn1ch integral>1,

budeme jej ozna~ovat symbolem (L)!, jinak pouUva-

me pouze symbolu J ,
- poznamenejme, !e Lebesgue>1v integral mMe nabyvat

i nekone~ch hodnot, co! se nem>1!e stat u R , N I

ani 'Ol - integralu.

v~ty: II

(R) J f =9
Q. 6

(N) ./ f =9..
kterekoliv dva

Plati nyni d>11e!ite

11 existuje-li

21 existuje-11

31 existuji-li

existuje

existuje

z Uchto

Mohou nastat tyto pripady:

a) existuje (L)}' a neexi stuje (Rif (viz pro 3,3 )

b) existuje (L)J a neexistuje ( 'OlY' (viz napr. 3,3 )

c) existuje (N)! a neexistuje (L)'/ (viz napf'. 3,4 )

dl ex1stuje (N)J a neexistuje (R>.! (napr. neomezenY interval ~i

funkce, viz te! pro 8,54 )

e) existuje (R)'/ a neenstuje (N).! (viz napf'. 3,5 )

fl existuje (RV a neex1stuje ('OlY' (viz napf'. 3,5 1
g) existuje (ZNy a neexistuje (N).! (viz napr. 3,6 )

3,3. Bud D Dirichletova funkce (viz napf'. 2,31). Potom
•

a) existuje (Lli D(x) dx

r-Lze ukazat primo jako v 2,31 anebo v 5,6. J1nY ~vod ­
mnozina racionalnich ~isel v 0,1 je spo~etna, tedy nulova.
TudiZ D '" 0 v <0,1 >~

1
b) neexistuje (R)}' D(x)dx

a
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n-I]kazte, ze 11bovolnY horn! eoueet je ! a 11bovolnY doln!
soueet je nula .11

#

c) neexietuje (N)! D(x)dx

flcrkazte, ze neexistUje prim1tivn! funkce k Dirichletove funkc1
v (0,1). Tvrzen! dokazte pomoc! jedne z nasleduj!c!ch vat:

AI Bud F funkce, maj!c! v lntervelu <a ,b > vleetn! derivec1
F', bud <~ .;9>C (e,b> libovoln,Y 1ntervel. Potom ke keZde­
mu f leUc!mu mez1 hodnotam1 F'(a) , F'(;.S') existuje

?[ e <a,;9> tak, ze F'('l) '" f Itzv. Darbouxove vlestnost
derivece/.

BI Bud F funkce, maj!c! v 1ntervelu (a,b) vlastn! der1vac1 F'.

Potom funkce F je funkce tzv. Ba1erovy 1.tHdy Itj. -jest
11m1tou posloupnosti spojitych funkc! ns (a,b)/ a mnoHna
bodd spojitosti fUnkce F' je husta v lntervalu (a,b) Itj.
oznseime-li A mnoz1nu bodd spojitosti funkce F' v interva­
lu (a,b) , je A= (a,b) ,kde A znamena uzaver mnoZ1ny A
v (a,b) I.
Viz tez pr. 3,16~

1
d) neexistuje (ZN)~D(X)dX.

+00 D

J sinx
Uvazujte --x- dx • Ukazte, ze

D

a/ existuje jako Newtondv

~unkce sinXX je spojita v (0,+00) ,11m s1
x
nx =1 , tedy

X-+O

funkce (N)~ s1i
t

dt je prlmitivn! funkc! k funkcl ~
D X

na (0,+ 00) ; zb;Yva dOkazat, ze existuje koneena limita
x

lim J~ dt
x-+co t•

Aby tate existovala, je nutne a stae!, eby byla splnans (B - C)

pOdminka, tj.

x d

l ei n t
Odhadnate , ~ dt pomoc! 1ntegrace per partes pro Newtonovy

integraly /vata 701. V1z tez vatu 75 ID1rtchletovo kr1teriuml.1I

bl neexietuje jako Lebeeguadv Iv1z pl'. 3,47/,

cl neex1etuje jako R1emanndv.

V 3
1'.)0 x.>o

v
x'

V (x') X x:» XV D' D
X"

dt .( c ) .

~ Def1nujme funkc1 f takto:

f (~) = 1 , n = 1,2, •••• , f = ° jlnde v <0,1 >
Ukazte, ze

al exietuje
1

»J t
D
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IIviz napr. v~tu 57. Dokaite toto tvrzeni take primo z definice.
Je ihned vid~t;j ze libovoln$ dolni sou1!et je nula a ze k libo­
vOlnemu G> 0 existuje dUeni D intervalu <0,1 > , pro nez
prisl~nY horni sou1!et je menlli nez f-:J,

•
bl neexistuje (N)If

~iz napr. obecnou v~tu A v 3,3c •
Ukazte tez primo, ze neexistuje primitivni runkce k funkci f

na intervalu (0,1>-:.J '
cl neexistuje ('lJI)J' f

rNecht . P je z~becn~na primitivni funkceek funkci f na inter­
valu (0,1> , potom nutn~ je F konstantni v intervalu <0,1),
tudU

, 1 1
F (ii) ~ f (ii) •

Ukazte, ze neexistuje zobecnena primitivni funkce k funkci f
na <0,1> tez pomoci vety A v 3,3<:..-J1

f{x) = sign x na El Itj.

f{x) = -1 pro x E (-oo ,0)
. +1

al neexistuje (Nt! f ,
-f +'

bl existuje ('lJI)'/ f •
-1

f{x) .= 1

• Potom

pro X E{O,+OO ) f{O) = 0,

~ PoznSmka

Rikl1me, ze "J f konverguje" , Pr8V~ kdyz f IE :e!'l •
• H *Hikame, ze "If existuje", jestliZe f IE:eM ; v pripad~, ze

integral existuje, ale nekonverguje Itj. v pripad~, ze flE:e;: - ~IVI,
budeme tez n~kdy i'ikat, ze " J f diverguje" •

IV

13,8~1 Buaf spojita v intervalu (a,b). Potom f 1E~(a"n,
dokdte.! -6-

Ull Existuje (R) I f a poul!ije sa vllta 49

21 Ukazte, ze fIE A (a, fl.) Iv~ta 48/, f je omezena na (a,b > ,
poul!ije se veta 31~

Bud - oo(a < b < + 00 , bud f spojita v (a,b) • Nacht existuji
vlastni limity lim f{x), lim f{x)

x-+4+ . x-b_
Potom f E :era., do) • Dokazte 1

Plat:! tate v~ta i pro a = - 00 1!i b" + 00 ?

*< + 00 , necht f E it:(a, rf.) /tj. necht existuje

f{x) dx •
, ! 1

dx=lim -ii
l'l""t'+ooil2.

-6­
jf{X)
a

Bud -oo~a<b

(L) /r ! I. Potom
a.

Dokazte!
lIViz vHu 28 ~
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*Predpoklad f E :£(a, 4-) je podstatnj, ukalOte, lOe jej nelze vYl'lechat

[3,n·.IBud -ooo;;.&-a<+oo ,~echt f€.:e~a.+oo) .

Potoin J f =. lim j f • DOkazte !
a ".. 00 a

Opet nelze vynechat predpoklad existence integralu vlevo, ukazte

1 3 ,12° ., Bull. - ~ .,; a < b 0;; : 00 , nech~ f E:e ;a.~) . Potom

J f = lim jf = lim if. Dokazte !
a x~Q_ a x-+ Cl+ 'I ' .

~uzijte vetu 28 a nasledujioi vetu IHeine/:

"bud S" funkce v intervalll (a,b) , bud A € Et, potom

lim s;?(x) = A #
x.. 1>_

{bn }"" , bn < b ,
n-r

pro kazdou posloupnost

viz taz cv. 4,14~

7/.

x
j'f(t) dt =
c

zjist1, ze

steei nyni uZit vetu 26-:J

a E (a,b) , je pro kazda x E (c,b)

Obdobne sa= F(x) - F(c) a aplikujeme 3,12.
e

j' f = F(c) - lim F(x) ,
c:z.. x.. Q+

Dokazte!

uzvoHme-li

I3,13°.1 Bud -00';; a < b ~ +00 , bUd f spojita funkce v (a,b) •

Necht F je primitivni funkce k fUnkci f v (a,b) Iproe existuje

Jestlize f E Je;a,~) , pak existuji limity lim F(x) , lim F(x)
Ine nutne vlastni ! I a x-+a+ x-+/)_

(L)jf = lim F(x) - lim F(x)
11 .x~lJ_ .x~a...

~ Poznamka

je spoj1tli v (a,b)., necht f

Pfipomenme naaledujici vety.
b

AI Necht.,.existuje (N)! f • Potom pro kazda x if (a,b) existuje

(N) ! f a oznaeime-li tento integrlil ~ (x) , je p primi tivni

funkce k funkci f na intervalu (a,b)

BI Vyslovte obdobnou vetu pro ZN - integral Ivete 66/.
t ~

al Necht existu.li (N)J f i (L) / f nech~ t (l a. # Q.' je spojita v a,b).
Potom (N) / f '" (L) J f • Dokalte I

a a.

W-POuZ1jte pfedahozi pozn8mku 3,14 A , vetu 28 a He1neho vetu v 3,12
e1 pi'imo av. 3,12~

~

bl Neaht existUji (ZN) 1 t 1 (L)
"­

Potom jsou s1 rovny. Dokazte
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x E (a, b) ,bud n takove prirozene Cislo, ze

fn(x) = n • [F (x +~) - F(X)] a ukaZte, ze

Iz definiee/.

existu­

(a,b) •

x+~E(a,b).
n

lim fn(x) =
... -t""

takto

derivaeL Potom
F'= lim fn v

"..""

f
n

vlastni
tak, ze

a (b _ L
no

n ~.n funkeio

no E N takove, ze

nyni pro libovolneDefinujme

Polozte

= F' (x)

Bud nyni

Bud- F funkee, majici v intervalu
ji spojite funkee f n v intervalu
Dokdte !

r-;.olte

f (x)
n

=/n.[f(x+~) - f(X)] pro xE (a,b -~),

\n. [f(b -~) - feb -~) ] pro x E (b - ~ ,b) •

Lehko uka~ete, ze posloupnost f n je hledanou posloupnos~

Srovnate-~i tento vYsledek s 3,3e , vidite, ze derivaee libovolne funkee
v intervalu (a,b) Ipokud v tomto intervalu existuje!1 je funkee Baierovy
1. tridy. Derivaee libovolne funkee v intervalu (a,b) nemusi byt spoji­
ta ve v§eeh bodeeh (a,b) luvedte priklad !/, ale z 3,3 e plyne, ze
bod~, ve kterYeh je derivaee nespojita, nem~ze byt "mnoho". Pi'esneji,
mnozina bod~ 'Pojitosti derivaee libovolne funkee v (a,b) je v tomto
intervalu hus ta ,

Bud F funkee, majiei v intervalu (a,b) vlastni derivaci. Potom
F' E A [a , 6) • DokaZte !

r-Pouzijte predehozi cViceni 3,16 , vetu 48 a vetu 30~
.g.

Necht existuje (N) f f. Potom f E A (a, I) , dokaZte !

rJ?ouzijte predeh~zi cviceni 3,17~

I3,19~1 Vyslovte a dokazte obdobne vety k vetem ze cviceni 3,16 - 3,18 pro zobee­
nencu primitivni funkei a pro ZN - integral!

Neeht funkce F ma v intervalu (a,b) vlastni derivsei.

Dokazte, ze- FE Jt (a,&) Isrovnejte s 3,171

I3,2t.[ I r ] E ~~a,-&)
-&-

Neeht f E.I\. (<>,6-) - £(<>,(,)' Potom a flfl = +00 .
Dokazte ! a

rPouZijte vetu 35 a vztahu If I = f+ .. f--=..1l

13,22~1
-& -t

Neeht existuje (N)J f a neexi stuje WJ s
Ukazte, ze Q. a.

f E A (4,(,)

f !Joni na
f ~ 0 ne

n/

bl

*- £ (a,t) ,

intervalu (a,b)
(a ,b) ,

sve znamenko, tj. neni anebo
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-t
cl (L)/Ifl; +00

a ~

dl (N) j1fl neexistuJe..
Srovnejte tez pro zajimavost s cvicenim 8,50 •

PoznB.mka

tj. ze funkce

jici pHklad.

-&
Podle predchozich cviceni je zrejme, ze pro vypocet (L)J f nestBci

a.
nalezt primixivni funkci k- funkci f na (a,b) a ~pocitat rozdil prislu~-

nych limit. VZdy musime nejdHveoverit, ze (L).! f skutecna existuje,
<L

f patH do systemu £'~,-t) • Prostudujte peCliva na aLedu-

_13,24] Definujme funkci _ f takto:
,

f(x) ; 2x sin ;z 2 cos +- pro
x x x E < -1,0) U (0,1) , f( 0) ; ° .

Lehko zjistime, ze funkce F

F(x) ; i sin ~
x

pro xe(-l,O)U(O,l) ,

F( 0) ; ° ,
je primitivni funkci k funkci f na intervalu <-1,+1 )

f neni v intervalu (-1,+1 >

I.

omezena, uva-

+1

(N) J f ; ° ,
-1 +1

bl neexistuje (R) J t-,
r--ukazte, ze funkce

Iv~imnete si, ze derivace funkce nemusi byt spojita funkce

Dokazte, ze

al existuje

zujte napr. posloupnost
-c.

cl neexistuje (L) J f
a.

Hukazte, Ze 2x sin ~ E ;t: (-1, +1) , zlltimco
x

rj J:'~-l,+l) , viz tel'. obdobnY pI'. 3,56~ •

~ cos 1z d
x x 't

uZijte

druhou

vatu 5,3 , tj. vatu
00

potom J ~
a x

a,b E E
1

, a < b ,

konverguje, prava kdyz a: > i ,

J-c. dx
potom It konverguje ++ a < 1-

a (x - a)

fUkaZte, l!e funkce ....l... EO :e~ odle Xt 48 53 t'x lt (a,+oo) p ve a a po " po-

cviceni 3,11. Tel'. pak mdzete pOuZit pI'. 3,13. Obdobna pro

Ms~

al bud a) ° ,
bl budte

~ Dokazte

I3,26°J Dokszte nasledujici vatu:

"Budte

I - 00

f,g

< a

spoji te a nezaporne funkce v intervalu <a ,b)

< b ~ + 00 I. Nech~ existuje lim.tin()" A •
x-+b_ g x
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Potom

11 je-li 0 <A < + co , plat:! [£ E £(4,1) ~ g E ~ (a, I)] ,

21 je-li A = 0 , plat:! [g E :e(Q,~) =9 s E :e(12.,-&) ] ,

31 je-li A': + 00 , plati [g E .:e;a,I)-£(Q,t)-+£ E.:er:,-&j-.:erQ,J.)]:'
~uzijte det:inici limity a vetu 31~ •

Jak by bylo mozne pozadavky kladene na £unkce £,g zeslabit?

13 ,27 ~.I DokaZte nasledujici vHy:

,

fUnkce v intervalu (a,b) ,

(b - X)fL = A

a nezaporna

lim f(x)
x->b_

II Bua £ spojita a nezaporna £unkce v intervalu <a,+ 00) , a > 0 •

Necht existuje lim £(x) • x
Q = A ~ Potomx... +00

11 A E (0,+00) =9 [£ E .:erQ,+CO) 49 eX > 1 J '
21 A = 0 =9 [a > 1 =9 f;, ~ (a, _] ,

31 A = + 00 ~ [a 6 1 ~ If = + 00 ]

rr-J?ouzijte bUdto cViceni 3,25 a 3,26 anebo primo definici li­

mity .:.J
III Bud f spojita

Necht existuje

Potom

11 A E (0,+ 00 ) ~ r t E :£ra,'6) # a < 1 ]

21 A = 0 ~ [a (1 ~ f E ~(a,-e) ] '

31 A =+ 00 ~ [a :!o 1 ~ fr =+ 00 ] •

Vyslovte obdobne vety pro nekladne £unkce !

Jak je mozno oslabit predpoklady 0 funkci f ?

IDokazte, lie 1 2 E:£ (0,+00) !
, 1 + x

1 +

( R)//

1.....:.

1--;:­

+ x
2

El dale plati

existuje

Jeliko~ v

dx , tedy 1 +lx2 E.ecO,l) 1 veta 49/.

odhad 0 ~ 1 ~..J....
1+x2 x2

a j- E ~(1,~"!1/veta 53 ci cvic. 3,251 , je i 1 +
1

x2 E :£(-1,+00)

/veta 31/. POuZi tim vety 26 odtud plyne, ze 1 E ae
1 + x2 (0,+00),

fl7 Funkce ---1..-2 je spojitB v intervalu (0,+00) , tedy
1 + x

1 EO A (0,+00) Iveta 48/. Jelikoz je ta to funket> kladna,
1 + x2

1 <L)71
je E "'" Iveta 33/.1 + x2 (0,+00)

,21 Protoze funkee 1 je BP" ojita v (0,1 > ,
x2

3/ Pouzijeme-li cviceni 3,27 , dostBvame ze vztah~

lim 1 • ~ = 1
X'HOO 1 + x2

a = 2 > 1
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tvrzen1, ~e
1

2
1 + x

€.Jt:(f,+OO) •

41 JinY zpOsob dOkazu:

jeliko~ jame zjistili, ~e

00

(L)/l 1 dx existuje+;

co

, tedy i (L)J 1 2 dx
• 1 + x

;{'

/ 1,l- E 5e(0,+00) / a je11ko~
1 +

(N)JOO 1 2 dx = [arctg x] x=+oo =
.1+x x=O

integra1y nastat rovnost Ipr. 3,151

je konecnY, tj. 1 2 E:e/0 +00)
1+:x;· ",

51 PouUjte ta~ cviC. 3,13~

JL
2

, ~us1 mezi'ob~ma

hlediska dobraho proc,icen1 1atky - v~dy vsemi

jame mohli postupovat i

pro chovan1 integra1u v

Pochopiteln~, ~e

O~ 1 "'" 1
1 + x2

duj1c1 tvrzen1 dokazovat z

mO~nYmi zpOsObY.

jinak, napr. vyuUt odhadu

interva1u (0,1) j zkuste nas1e-

13,29, Baa
co

a E E1 , potom J ~ = + 00
o x

lfPoUUjte v~tu 26 a 53 •

3,30.
co

Uka~te, ~e J dx
o fx3 + 1

= + 00

1

= + 00

l.

pro x> %0

Jak doka~eme tuto posl.edn1 nerovnost? ~ejm~ je tato nerovnost
ekviva1entn1 s nerovnost1

21 1 E
flx3 + 1

;

00 d
3/ dale ukazte, ze oJ x

1 Yx3 + 1

al posledn1 tvrzen1 dokazeme treba nasl.edovn~:

tvrd1me, ~e existuje takova %0> 0, ~e 2i ~

flI Uka~te, ze

=1 , existuje napr. k c1s1u

pro % >% •o

%

....l.-:6~
2 Yx" + 1

Protoh ale 11m
.x.. 00 Yx3 + l.

C = ~ takova %0 Ipodle definice l.1mityl ,

%>%0 ...... 1-
2
1 "'" % "'::1+l.-, - rx3 + 1 - ~ ,
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+ 1

X o ) · 1 ?

dx=+OO •

jiMho, nez

J oo 1

je }'x3
.x.
, je-li

1

Icoz vlastne neni nic
I, je vzhledem k

coz jsme vlastne chteli ukSzat.
00

Jelikoz nyni J ~ dx = + 00

~o ~.

Jak je to s integrtilem J dx
., jlx3 +

bl pOuZijete-li cviaen! 3,27
rychle provedenti Mst af

lim~.X=l, Ot=l
Hoo fx3 + 1

doktiztino, ze J~ = + 00 ~..
., i,;J+l

3,31.

Celj postup

Dokazte, ze

si dobfe rozmyslete a jednotl1ve kroky podrobne oddvodnete!

J"log (1+x2)
2 . dx konverguje I

4 l+x

~ Ukazte, ze integrtil existuje jako R1emanndv-.!JI

,

, ....
lim~
)(+0 X

lim 10g( 1+x)
X+O X

e X- l
lim

x+o X

,lim 'I!:.
x...+oo eX

arctg x
lim

)(+0 X

x ,

Pf1 vylletfov!ini konvergence integrtild, je tfeba velmi dobfe zntit chov!in;(
jednotlivjch funkci - zvlti~te v okoli "nepfijemnjch" bodd. Zopakujte si
proto, jek vypadaji napfiklad ntisleduj;(ci 11mity:

xk
lim­

X++OO log x

lim l-cosx
)(+ 0 x2

pro x ) xo •

-,} <4
e E e: (0,+00

existuje tekove

Pro~?

Nase nerovnost je ekvivalentni nerovnosti

rv Funkce e-,1- je spoj1tti a kladnti v intervalu (0,+06) ,
-,1- U) ~

tedy e -,1-E ... (0, +00) •

21 Zfejme;. E se(O, 9) Iproa?l; protoze

lim e- .,1- =0, je podle cviaeni 3,25
.x-.+oo ,1-
Tud:!Z e- E it: (0,+00) •

31 Lze take postupovat tak~o Icoz neni nic jineho, nez ddkaz vet ze
cviaeni 3,25 I:

DokaHe, l!e13 ,32 .

a z detin1ce l1mity.

1 pro x > xo
-x?- .

lime .,}=O,)(..,.+00

Lehko

vyplyva ze vztahu

~~ dX' je kone~nY pro Xo > 0, je koneeny i integrtil

ukazeme, ite e-,i2€ :e (o,x.) .

ktera

Proto~e
00'

J -re . dx •
.>I.
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1s POlllOC:! jek;Ych vl!t ? I....:JJ

->f... -zx + 1 Iprol! 11,

lodAvodnete I 1 •

41 Je§te j1n$ ~az:

pro kazde x E E1 jest

tedy tez e-Xl- ... e-2x+l
co

Zi'ejme (L) J e-2x+l dx
00 •

a (N) ~ e-2 x+1 dx =~
o 00 2

lle 0'"' Je- X dx"': ~
D

existuje Itj. je

• Odtud j1ll lehko

-2X+l 7i!
e € ~(O,+OD) 1
•

ul!1nime zaver,

€ ;((1,2)

•
fl/OpCt

eX Jr
ukaZte, ze f x2_J.

e ;((1,2)

21 Protoze

x ].

11m . e (x - 1)2 = ....L , tedy ex = :!: < 1
.... ,... 1,.2-1 (2 2 . ,

je podle 3,25

31 UkaZte, ze existuje tskova konstsnts k > 0 , ze

k.

Ix-l
Toto dokazte napr. tskto:

o ~ = •
1

a f'unkce

i omezena v

Ze vztshu

eX < >- je spojita v 1ntervalu 1,2, tedy
1X+1

<1,2 >
~ € ~(', 2) pak p1yne tvrzen~

x-l

13 ,34.
1

Dokazte,!e J ~ dx = ... 00
D l-x

r- , cpR
U11 Opet ----*'r € "'- (0 +00)i-x- J

21 Proto!e 11m~ (1 - x) = :!: ex =1 ,
X"'_ l-r 3

plyne podle 3,25 tvrzen:!.

31 Ukafte, !e existuje takovl!i kladnS konstants K, l!e

1

x € (0,1) ",. ~
1-:C

2
l+x+x

;a.-L
l-x

e f'Wlkce 1
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naby;.1i v intervalu <0,1 >
doklizete tvrzeni.

41 Spo~teteprimitivni funkci

a pOuZije cvi~. 3,13~

kladn~ho ~inima , odtud jiz lehko

F k funkci ..J........ na intervalu (0,1)
1-~

3,35. Dokazta, ze

IrU Ukazte, ze K
log x E ;e(O,f;

- ~
a x 4 7i'

log x E :e (.,,+00) •

log x E*'

9
x 8 =0 ,

al ex:l.atuje K > 0 tek, ze

pro velkli x,

21 Ukazte, Ze

al x- i log x E:t:('1,+00) , nebot

lim rx- i log x] •
X.l)+OOr

bl x- i log x ;. :Lro,.,; , nebot napf'.

lim ~- i log x ]. x = - 00 •
)(.." 0+

31 Ukazte, ze

bl existuje C > 0 tak, ze

- 2. -0
x 4 log x ' --- <0 pro x E (0,1) •x

41 Naleznete primitivni funkci a pOuZ1jte 3,~

13,36.1 Dokazte, z~

lukazte podle 3,28 v§emi zpdaoby, yYeledek a1
pamatujtel ,

21 log x E g((0,")

31 10g~l-as) E:L(0, 'f)

41
10g( 1+x) .,

x E N(O,f) 91 --l.... E £r,Ko'1,- :teo 'f)
log x , " •

10gx u>
51 E ~ (0,1)

1 - x

61
log x u>

E "" (0, + (0)
1 + x2

101 1 E V'
""'(0,.,)

f x -x)x(e -e
co

J artg x
111 dx=+oo

° x

71 log sin x E :;((o,f) 12/ ;

00 dx

~~
1 x. Yx-+1

< + 00
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13/

00

15/ ..f 3x
o x + 1

1

f y:3+x

oo~

14/ J-";4=-- <be
a x + 1 konver

guje

konver
guje

+1 1:

/
eX

29/ ( Isin ~ I )
-1

00

30/ / e-x sin x dx

"
1

31/ / 10gx sin ~ dx

"

konverguje

konverguje

konverguje

konver
guje

JDO~+ 1
35/ - dx '" +00., i'

36/ /OD10g(1+x2> dx '" +00
., x

konverguje

konverguje

diverguje

konverguje

konverguje

konverguje

"

dx"'+oo

sin 1: dxx

1 E ~(.,,+oo)
i(x + 1)

34/

DO

/..f . x+1 dx '" + 00
4
2.,

x3-1'

x..
43/ 1+x4 E:e(O,+DO)

COrx
44/ J %2 dx

" l+x

, 1
32/ J x- j

"

-I dx

40/ J x
" e - cosx

, I'~ log sinx
411J ~ dx

" , x

DO

J log x
33/ --

!l. x

., IX <be
39/ J sinx

o e - 1

38/

37/

2 1 Je16/ sin X E ('1,+00)

:r
171..f <be

• fsin x

00

/
log x

23/ "x.l:x2_1' konverguje .

/
.;f dx

24/ ,r- konvergujeo ,tgx

I'oo_(~+~)
25/Je x dx konver-

o guje

00 1

26/ /(X)X dx '" +00
•

j'f ...J...... konver
18/ e- if <be guje

o

.,
22/ J lQ "'-00

o x. I-x

., -.£
19/ j' log x e x <be

" konverguje
00 1

.I sin x
20/ <be

• ~ konverguje
., 1

I cos i konver
21/ I 2 dx guje

o 1 - x

L

271/~ dx '" +00
" 2 - x

+1 [ lJ
28/ .J'cos sin ~ + eX dx

-1 konverguje
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451 x € ~(O,+oo)
(1+X)3

+3 1
491 J - dx

-f ~
konverguje

00

461 J dx

o I x3+5x+3 konverguje

+1

501 .I .-4f- dx
-f x-l

diverguje

471
00J dx

o r 2x + 5 diverguje

~

48/ J
1

dx
x.logx diverguje

13,37°.1 II Bud r derinovlIDa v intervalu (a,+oo ) • Necht f EA (0,+00) ,

f ~ 0 na (a,+oo) Necht existuje 11mite 11m f(x) = A • Je-11

J
~ x.+~

A > 0 ,je f = + 00 • Dokazte !

rr- a 1l
II Zrejm~ f E :f.(a,+oo) • Podle definice 11mity existuje tekovl!

xo > a , ze- 0 <~ ~ f(x) kdyko11v x ~ X o • Telly nutn~

ee

./!
x 2•

= +00 ~

Co lze r!ci v pr!pads, ze A =0 ?

III Bud f E :t:(a,+oo) , f;;o 0 na (a,+ 00 ) •

Potom

1/ bUdto

'"2/ nutne

lim f(x) neexistuje, anebo lim f(x) =0 ,
)(-+00 .x.. tOO

11m inf f(x) = 0 •
)j' .... +OO

f ~ 0 na (a,+ 00 ) ?

Uvedte pHklad funkce f E 2(0,+00) ,

neexistuje ! /Viz kupr. 3,52/.

Jaka je si tuace v pr!pads, ze nen!

f ~ 0 takovl!, ze 11m f( x)
x.. +00

I3,38·1 Pozn8.mka

Srovnejte V1sledky predchoz!ho cvi~en! 3,37 s obdobnjmi vlastnostmi
konvergentn!ch red

""I L a konverguje =9 11m an = 0 I.
1t.=1 n 11.. 00

Velmi casto se stava, ze funkce jej!z integral zkoumame, je funkc! jests
nejakeho dels!ho parametru, tj. jest funkc! dvou leventuelne v!cel promen­
nych. Pro nejakl! hodnoty tohoto paremetru mil.l:e integral konvergovat, pro
jinl! divergovat ci vUbec neexistovat. Nes!m Ukolem je pak zjistit, do ja­
kllho systemu runkc! dana -funkce patH pro roznl! hOdnoty parametru.
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V~imn~te si, !e obe vety ze cvi~en! 3,27 dSvaj! nejsilnej~! tvrze­
n! v p~!pade, !e limite A je konecn~ a rdzn~ od nuly. V pt!kladech se
vzdy snazime tedy nal11zt exponent a; tak, aby skutecne by10 0 < A <+ 00 •

V da111ich prik1edech vzdy x znamena promennou,. ostetni pismena parametry.
~ten~ri by nellkodi10, kdyby si jiz nyn! ptecetl odstevec 4,14.

3,40. Dokazte, ze
a-l

x
l+x e .f£(0, +00) # 0 < a < 1 •

fll FWlkce

pro vliechna a E E1 •

a-1x
l+x

(0,+00) , tedy

je pro kazdll a E E1
a-I 7i>_x-eZ

l+x (0,+00)

spoji~ a kladn~ v interva1u

21 Pouzijeme cvi~eni 3,27.
a-I

Protoze lim x x1-a = 1 , jest
Je-+o+ l+x

a-1x
l+x 1 - a < 1 , tj. a > 0 •

a-1x
D~le 11m-­

x-++.. l+x
?-a

JC =l,tedy

a-1
x
-- E .K{-t+oo) # 2 - a> 1 ~ a< 1 •
l+x '

a-1
Celkove je !.-- E :t:. # 0 < a < 1 •.

l+x (0,+00)

31 Jinl! i'elleni:

v podstete -t;ymz - v~ jiZ znamYm - zpdsobem uk~zete, ze existuji

kladnl! konstanty IS. ' K2 ' Cl ,C2 a re~ln8 c!sla ~ > 0 •

xc> 0 tak, ze

I-ax

a-1x
l+x

C
x E (x ,+oo)~ ....:l....- 6

e z-ax

a-1x

l+x

Odtud opet vyplYv~ tvrzeni.

41 Ukal!me na tomto pHklade, jak by ai mU asi poc:(nat zkullenlljU
posluchac.

Phdne si uvedomi, ze integral enatuJe pro kazdou hodnotu
a E ~ • Zjist!, Ze jedinYm1 -nepi':(jemnYmi bo~ Jaou body -0.

a - + 00 - • V okol:( nuly sa integral bude chovat jako integr~l

z f'unkce -z!'-1 Inebot f'UDkce l~X neDUl ., oko1:( 0 na konvergenci integnl-:

4 a-I
1u !~clDt v11v/,tedy lntegraV !.-- dx buds konvergovat, pnlve kdy!o l+x
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- (a - 1) < 1 • V
integrl1l z f'unkce

..J...l+x jako runkce

okol:( nekonel!na ee bude 1ntegril chovat as1 jako
xa-2 InebOt v okol:! nekonel!na ee ahov' runkce

+ I, tj. bude konvergovat, pr'vl! kdyl

7?
~ (0,+00) - Je(o, +00) ,do syst~mo.

-(a - 2) > 1 • Odtud jU zjist:! .,ysledek, a protoh je zkullen$ po­

slucha~, lehko sva tvrzen:! podrobnl! OdO-vOdn:!-=....IJ

a+2x
3,41. Zaraate runkci

£(0,+00) v zavislosti na parametru a I

~oveate diskusi jako v predchoz:!m pr:Ckladll integral konverguje,

pravll kdyl a E - ~ ; - ~ ) ~ .

3,42.

00

j arc¥.xDokalte, Ie .
D X

dx konverguje, pravl! kdy! k E (1,2) I

G Ukalte, Ie arcts x €.l: 7?
k (0,+00)

X
pro kalda kEEl'

21 Pou~ijte cviaen:! 3,27:

arcts x e:t: (0, 1) ~ k - 1 < 1 ,
xk

arctg x k 'Jf
lim 'k- x =

.... +00 X 2 tedy

arctg x U>

~ E o<.(1,+DO)#k > 1 •

31 Odhadneterunkci arctg x

~
jako v pro 3,40 - 3 1 •

4/ Zkul!eny poslucha~:

--l-- y arctg xu nuly se runkce chova jako runkce ~ Inebo~ je asi
x x

1 1 • u nekone~na se chova jako runkce ~ / nebot arctg x je asi
:Jr
:2 / , odtud odvodi vy sledek~

konverguje ~ s E (0,+ 00 ) •
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1/ Integrll.l existuje pro ka!de s E E1 •

2/ Pouzijte cvi~eni 3,27

3/ Lehko ukll.!ete, !e
-1

...... e ~
x /iE(O,l) -... 'l=S-

x

odtud plyne tvrzeni

Viz te! pro 8,6~

B Doka!te, !e

o
11 j' ePx dx

-ee

21 x2 cos ax

31

konverguje

E ~rO,.2) #

€ £-(o,Jrj ~ a E (-00 ,2) ,

konvergujeCOB 2bx dx

.lU.nl:r. -ax UJ
41 aE(O,+OO) =* x e E ....(o,+oo).

co

5/ J e-x2
o .,

61 a ..:; -1 ~ J xa log x dx = - 00
o

71 (tg x)a € :ero 2:.) # a E (-1,+1)
, .2

8/
xn

E ~(OJ) ~ n € (-1,+ 00 )

11-x2
,

.,
91 J xP-1 (1 - x) q-d, dx konverguje # p > 0 • q > 0

0

10/ ~ E :t:ro,+OOj ~
2+x

a€(2.+ 00 ) ,

diverguje pro v§echna kEEl

*11/ pro kteni

00

121 J?- dx

°

n, k
oo~

konverguje J­
IJ 1+zIl

,

,

13/

14/

l-COBX U1
~ E ....(O,Jr) ++ k < 3 ,

1
-"::;""-a E :e(0 7r) <=> a < 1
(sin x) ,

,

15/ k E (-1,+ 00 ) ,

,
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171
~ x?

J-dX=-+OO
/) l_X4

,
00

181 j' log(l+x) dx konverguje ~ n E (1,2) ,
I) yf

191 J~ arctgax dx konverguje ~ a EEl
" x.h-~

201 dx konverguje ~ a E <-1,+1 > ,

211
00

j cos ax dx
2 2

D a +x
konvsrguje a#-O ,

:T

221 j'log (sin ax) dx konvsrguje ~ a e (0,1> ,
o

241 bua a > b, potom

,o <,b < a < 1dx konverguje
/) l-x

00

J a-l b-lx - x

,

diverguje pro v~echna a,A E E1

251 j''':in ( I x2a + 1 - xa) dx konverguje ++ a e (1,+ 00 ) ,
o

J " , 2t
261 X

s (1 - x) dx konverguje ~ s > -1, t > -1
I)

I x -Y!' u:J
27 x e € ~ (0,") # keEl '

~ Jf-l '
281 n e E1 "* J - dx = + 00

I) l-x
00 2

291 J...:.- dx
A a2+~

Dal§im typem pr:O<lad\\, kter' budeme reA'i t, jsou tllohy, v nichi 1118me

'"uk'bat, ze dana funkce nema integral, tj. ze neleZi v syst'mu :e . Pro-
toze v praxi ae neaetkame a nemeritelnYmi funkcemi, jde 0 to dokazat, !e
dana funkce leZi v syst'mu .A. - £ "'. K tomu budeme hlavne pou!:!vat
naaleduj:!c:!ch vet - vety 26, 27, 35 a 44 , zopakujte si jejich znen:! I

3,45. DokaZte, ze sin x E A (1),+00) '"- :t (o,+IJO)

IDopo~time se zde jedn' nekonkretnosti - m:!sto abychom spravne peeli
"funkce sin", p:!~eme "funkce sin x" , atenari tate men~! nekonkret­
nost snad nebude vadit./
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k funkci

existovat3,13

funkce

*sin x ¢ Jf:(0, + 00), tedy

fiI Funkce sin x je spojita v intervalu (0,+00) , tedy

sin x E A (0,+00) • Odtud plyne, Ite (sin x) + f ;e (0, +(0) ,

(sin x) - € ;;,f ""(0,+00) /veta 35/ a podle vety 27 je

00 00 (:: 11 +1) 'Jr

.!(sin x)+dx = L .I. sin x dx = +00
o n=o ;1.711.

00

obdobne J (sin x) - dx = + 00
o

/vete 35/.
'*2/ Kdyby sin X € ~(~+OO) ,musel by mit podle vety 27 ·smysl soucet

00 (1l+1)%L J. sin x dx , colt v§ak neni splneno.
?t-o 1t:Jf *

3/ Kdyby sin x € it? (0,+00) ,musela by podle cviceni

limite lim F(x) ,kde F je libovolna primitivni
x->_

sinx na (0,+00 ) • Ale napr. F(x) = - cos x a uvedena limite

zrejrne neexistuje.

4/ Definujme si funkci g na El takto:

g(x)

_______ sin x

=<----0

pro

pro

xE(O,+OO)

x E (-00 ,0)

Ukaltte podle definice, obdobne jako v pro 2,30 I Ite

OJ

Ag = + 00

""00

tedy i J sin x dx = + 00
o .

definici za vetou 12 /

Odtud je videt, Ite nem~lte byt

Ag = - 00
OJ

00-1 Binxdx=-OO

'"
* .

sin x E :e(o,+OO) .-.1l

/viz

+00
3,46. Dokazte, Ite neexiBtuje )' x dx

-00

IllI Ukazte opet, Ite x € A a dale, Ite

,*"
x € ~ (-oo +(0)
~ ,
~ ,lim

x... -oo

+00 00

.!(x)+dx = ./ x dx = ... 00
-00 0

+00 0J (x)-dx = /'(-x) dx = + 00
-00 -00

*2/ Kdyby bylo x f ~(-oo,+OO) ,muBel by mit smysl Boucet

o 00

JXdx+Jxdx
-00 0

3/ PouZijte tllit cviceni 3,13 - kdyby bylo
+00 ~

museLo by byt J x dx = lim ~
. -00' x++oo

ale rozdil poslednich limit nama smysl.

4/ Poultijte tllit pro 2,30~
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00

(Ll ! SinX x dx3,47. Dokazte, ze neexistuje
o

!Viz tez pro 3,4/.

rv Pomoci vztshu

(2n+1l.1T

x E(k7l", (k+1llf)

s vety 27 ukszte, ze

2

! > _1,,-~
x (k+1)7I"

= + 00

Obdobne
00r sin x _

J (~) dx = + 00

•
•

2/ Pouzijte tez primo vetu 27 •

3/ Lze poilZit cviceni 3,13 pro dO.kaz neexistence tohoto integra1u? U

3,48. Provedtc diskusi existence
00

J sin xs konvergence ---a- dx
• x

r;; a E <2,+ ex> 1 ""*
:II'J sinsx dx=+OO

o x
,

b/ a E (1,2) '* sinax E :1:(0,+00)
x

00

c/ a E (- 00 ,1 > ~ J ~ dx
• xa neexistUj~

Jsk6 bude diskuse, budeme-1i chapst tento integral jako Newtondv ?

,-- ---,
, 3,49.' Dokazte, ze
L_ ... __ J

1/ pro a E (- ex> , 1) ,

"in x *E A -;f pro a € 1,+ 00 )
(1_x2 ) S (-1,+1) (-1,+1)

,
+00

2/ nee xt atu te f sign x dx ,
-00

3

3/ neetistuje J cos x dx
_00
. +CD

4/ neexistuje J ~:1 dx ,
-00

00

5/ neexistuje 1* cos x dx
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00

61 neexistuje .I sin x2 dx
II

r;; ukal!te, Ie

1

!fPouUjte vztehu

(
(2k+1)T

x € 2 '

a pos1edn! f'ada divllrguje,
00

obdobn~ J (sin ~)- dx = + 00 ,
II

bl pomoc! v~ty 0 subst! tuci uks!te, !e
00 DO

JSinidx=!J~ ~
II 2 " .17

tato rovncet plat! co do existence i co do hodnoty ,

pod1e pi'. 3,48 vilak pos1edn! integrli1 neexistu~,
00 l

71 J~·dx = +00

" X

f;"iz obdobn! pi'. 3.47--.Jl I....
J sin ax81 neexistuje dx pro !adn4 a # 0
" fx2

-x+1

r;ua a > 0 • vyu!ijte odhsdu

2k" (2k+1)". I 2 L (2k+1)"
x E (- =::..;:~~ )~ :c - x + 1 a x ~ a:.JI

a' a

13 .50.!lJefinUjme 1'unkci

(_l)n
1'(x) = -

n

l' takto:

pro x E <n-1.n) • n=1.2.3 ••••••

A <1*
Doka!te,!e l' E (0,+00) - oc.- (0, +00)

Ir1i Ukal!te.!e l' E A (0,+00)

al pou!i tim v~ty 56 anebo

bl nasledovnli:

1'n takto In· 1.2 ••••1

pro x E <0-1.0) •
l' (x) = 0 jiode
o •

potom 1'0 E A (0,+00) Iproi! tl a
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s = f. £n·
00 00 71-'"

21J t+!! J t- = + 00
o 0 ,..

31 Kdyby t E ~(o.+oo , psk nutn~

Co lze Hoi 0

tate l-ada konvarguje,
00 00

.11£\ = L. ~ =
D 7\-" 00

(N) J £
o

co! je ve sporu s v~tou 44 , nebot

+00 -:Jl
00

l!i 0 (ZN) J t ?
•

...
3,51. Zkoumejte

00

j---=---
a

dx pro (J ~ 0 , a>o •

IrtJkazte,

11
1 +

!e ­

x 13 1!

e :e (0,+00) pro a> 0 ,

21 plat:! vztah

« 2l+(n:J") • sin X

x E (n Jr , (n+l) 11"
(n Jrl) =+-------

1+ [(n+l)"f. sin
2x

[ (n+l) ,,1 13

2sin x

,

=

('1+1)11" dx

c+ J 2
'1'/1' 1 + A sin x

3/ A > 0

:;r
xiS dx

, ;J ~ 0 ~ .I41 a> 0 a 2 konvergujs ,
• 1 + x sin x

f.. tr (n 7' l 00
x lJ 00 [ (n+l).1Tt

~ I~+
dx

5/ ~ L ,
"'.~ /1+ [(n+l)"t x« • sin2x '1l-1 11 + (n1f)a

" 00 13 ~a.
61 mH\ integral tedy konverguje, pravt\ kdy! konverguje l-ada L n -:0 ,

1 X-4
tedy pravt\ kdy! ~ - 2 a <- 1 tj. pravt\ kdy! a> 2 (fJ + 1~

o Pozn!imks

Podla prede§leho cvil!en! konverguje napr!klad integral

/00 xdx •

o 1 + x5 • sin2x

je spojita v intervalu (0,+ 00 )

x

Funkce
1 +

si, ze pres

x

x5 •
tyto

2sin x
dye podm!nky nen! lim

.x~+"" 5 2l+xsinx

a vil1mn~te

=0 • Stal!! tl-eba
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?
x

a doat4vame,!e 11m
XoO+- 1 + ~ a1n2len

~emu je tedy rovna 11m
.xoO+ClO 1

uvdovat poaloupnoat len = n :r

= + 00

dx konverguje
Isin x I

/V1z t6! pro 3,37/.

l3,53.1 Buche ex) 0, 13;l!!, 0 • Potom

/'0 x lJ

o 1 + xe:t •
+=+ a > jJ -~ 1 .

Doks!te

b+c)2a.konverguje +-+

a,b,c kladn~. Potom
eax

Budte
00

/-------- dx
o

Dokezte !

rr-clbdobn6 pro 3,51 • Je nutno spo~1tat

N'li integral pak konverguje ...

konverguje ~ b + e ) 2a -=J
I ebn+cn

13,55~1 zarahe funkci £ , do ayat6mO.

R
, K(Q,+OD) - Je{O,+OO) v zavialosti na parametru a

/3,56.I/ViZ t6! pro 3,24/.

Definujme funkci £ na intervalu (0,1) predpiaem

rex) =-JL (i Sin+ )
dx x

Ukazte, !e

,vyplyne

'I

al (N) J t = 0
" f '

bl (L) ~ £ neex1stuje.

"~ zreJml! t E A (0,'1) 1'(X) = 2x sin -:; - 2: cos ,.,f
Funkce 2x sin ~ ld1 v syat4mu :eftu " vyietruJme 1'unkci

x I .I *
g(x) = -~ cos; • tlla'!~me-l1,!e g ¢ if (tJ,1)

odtud a z vl!ty 41 1 1',:e(tJ,'1) •

g ,

25535 25
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•
Bua tedy an = (n + if I" , bn = (n - j)-f, xe (an,b

n
>. Potom

n1f -}7T'~+~n:»'+~:T ,
x

tud!i a
.1-,

00 "

Icos L Idx ~ Jf L. J ~ dx =
;t- 1/-1 411.

=.!L. f log~ =+ 00 •
2 11-1 3n-1 . *

Podle v/\ty 44 a pi'. 3,22 nemMe byt g E ~ (0,1)" Jl

13,57.1 Bua f funkce spoji til De intervalu <0,1 >.' teO) = 0 •

Necht ex:l.stuje vlastni t;(O) • Potom / a dx konverguje.

Dokaiae !

r-uka!te, ze a pou!ijta 3,2~

,

•

13,56.1 Rozhodnl\te, zda plati nasledujiCi impl1kace:

al f E ~M =+ I E :t:M

bl f E~:' IE:£M "'tE~M '

cl f E AM' ~ E ;;eM , ~ 14· < + 00 =+ t E ~M

~u!ijte vztahu It1~ ~ (1 + ~U'
* 2", 2u<> U'dl f Ed- M ,g E ....1'1 ~ t.g E oI-JIf

ellEZM ,l€;tH ,t.EAM ' g€A
M

=+ t.g·E:eM

rP<>u!ijte vztahu I t·gl ~ ~ (~ + i).-J '
fl ~E:t::M ,i€{£M ~ (t+g)2€:t:H

s/ j2 E :eM ,iE:t:M ,t,g E AM ~

!rPouZijte vztahu (f + ,g) 2 ~ 2(~ + glJ

, necht funkce

• Potom enstuje

13 ,59.1 Dua - 00 ~ a < b L. + 00

(a,b) ,&.a necht f €:t: (a,-d-)

(L)J f I, dokaZte !

4 ~uZijte cviceni 3,~.

13,60: IDokazte nasledujici tvrzeni:

11 f monotonni v intervalu (a,b)

t je spojita v intervalu
~

(N) I t la je roven...

f E A (Q,~)

~ouzijte vetu 56~ ,
21 f omezena De mno!in/\ Ll, tEAM 'CUll < + 00 =* t e:eM •
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pro x e (0,1> •£(x) : q(x) • (-1) q(x)

"./1£/ : + 00 •
D

Je-l1 x E (0,+ 00 ) , Je

mena! anebo ramo t
Polozme d~le £(0): 0 •

Ukazte, ze £, :e(tJ,+OO) •

13,61~' Definujme f'unkei q na intervalu (0,+00 ) takto:

q(x) nejv~ti! eel' ~!slo, kter4 Je
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