1. Zavedeni ebstraktniho Lebesgueova integrdiu

Ze zal4tku se pokusime strudnd vyloZit, pro& se zavddi Lebesguedv integrél,
pro& nevystadime ani s Riemannovym ani s Newtonovym integrdlem a - c¢co to vibec

integral je.

Zadnéme se zodpovidddnim posledni otdzky, co je to vlastng integrdl (méme
pritom pochopitelné na mysll uréity integrsl). Zopakujte sl proto, jak se zavddél
Riemanniv integrdl. M&jme tedy ddn libovolny uzavi‘eny interval <{a, b>C E, ali-
bovolnou redlnou omezenou funkci definovanou na (&, b) . KaZdému d¥lenf D in-
tervalu {a, b)> mi%eme prifadit dvi reslnd &isla - tzv. horni & dolni soulet
funkce f - vezmime nyni v3echna moZnd ddlenf intervalu <{a,b> a vZechny moZné
pPrislusné horni{ a dolni soudty. V pripads, Ze se infimum mnoZiny vSech hornich ‘
soudtd rovné supremu mnofiny v3ech dolnich sou¥td, nazveme tuto spoleénou hodnotu
Riemennovym integrdlem funkce f pires interval {a,b)> . Vime dobfe, Ze ne pro
kazdou omezenou funkei na intervalu ( a,b) existuje Riemanniv integrdl, oznalme
proto symbolem R{a,b) mno%inu tZch omezenych redlnych funkci na {a,b>, pro
které existuje Riemanndv integrdl od a do b . (Zajisté je vam znémo, %e na-
priklad kaZdé gpojitd funkce v <{a,b)> pattf do systému R{a,b) ). Kaidé funkel
ze systému R(a,b) jsme piitadili prdvé jednim zpisobem jisté redlné &islo, to-
tiZ Riemanndv integral. S takto zavedenym novym pojmem — Riemannovym integrdlem -
jsme pak dd4le pracovali a odvodili si Fadu jeho vlastnosti.

Pokusme se nyni podat ndznak obecné definice integrdlu. M&jme proto ddn opét
libovolny interval (a,b) C E, , tentokrdt ne ji% nutné omezeny &i uzavieny a na
tomto intervalu bud ddn n&jaky systém redlnych funkel, ktery si oznadfime & (a,b).
Definovat integrdl pro funkce ze systému & (a,b) znamend vlastn® udat piedpis,
podle kterého bychom uméli prifadit kazdé funkel z @ (a,b) jisté redlné Zislo.
Toto piifazeni nemi¥e v3ak byt zcela libovolné (nemd nap¥iklad smysl kaZdé funkel
pirifadit &islo 11}, musi mit jisté *rozumné® vlastnosti. Mdme-1i tieba dvé funkce
f,g2 ze systému & (a,b), které majf integrdl, chceme, aby i soufet f + g byla
funkce ze systému & (2,b) a aby integrél z této funkce byl roven soustu inte-
gréld z funkei f,g. Jinou takovou vlastnostl integrdlu by mohla byt vlastnost,

Ze integrdl 2z nezdporné funkce v intervalu (a,b) Jje nezdporné &islo anebo napfi-
klad tato viastnost - md-1li funkce f integrdl pfes interval (a,b) a interval
{c,d) je &4stf intervalu (a,b), mé funkce £ 1 integrdl pfes interval (c,d).

MiZeme tedy P{ici - zhruba - Ze zadat integrdl na néjakém systému funkci
@ (a,b) definovanych na intervalu (a,b), znamend udat zobrazeni, které kazdé
funkei f ze systému & (a,b) prifazuje jisté redlné ¥fslo, a pFitom takovym
zptisobem, %e toto zobrazeni splnuje urdité axiomy. Tedy - kaZdé funkei f€ @(a,b)
se priradi jisté rediné ¢islo, miZeme proto fici, Ze integrdl je redlnd funkce,
definovand na systému funkei & (a,b) (pod pojmem redlné funkee na libovolné
mnoZingé M rozumime zobrazeni, které kaZdému prvku mnoZiny M pPFifazuje redlné
¢{slo); redlné funkeci, definované na systému funkei, budeme Fikat funkeiondl.

Kdybychom nyni chteli podat trochu presntj3i definici integrélu, mohla by
vypadat ndsledovné.

- 12 -



"} jme d4n ndjaky asystém funkel & (a,b) definovanych na intervalu (s&,b).
Integrdlem na asystému & (a,b) budeme nazyvat libovolny funkciond&l I defino-
vany na & (a,b) (tj. zobrazent{ I ze systému &(a,b) do E,), ktery spolu
se gystémen @(a,b) splnuje jisté axiomy (uvedeme alespon nejdtle?itdjsf):

1) f,g € @(a,b) =>» f+g € &(a,b) a I(f+ g =1I(£) + I(g ,

2) £ € @a,b) , c €E => cf € &(a,b) a I(ef) =c I(D) ,

Wy

3) £€ @apy, £20 na (a,p) = I 20

Vrdtime~1i se nazp¥t k Riemannov integrédlu, vidime, Ze tento integrdl je
vlastn® funkciondl na systému R (a,b) , ‘ktery viechny naie axiomy splnuje. Pro
libovolnou funkei f € R(a,b) oznadme tedy Rf = (R) [ £flx) dx .

Je-11 (a,b) C E, libovolny interval, mifeme pro jistou t¥idu funkeil defi-
‘novanych na (a,b) definovat také Newtondv integrdl (viz 3,2 ). Systém viech funk-
¢i na (a,b) pro n&% existuje Newtoniv integrél gnagme symbolem N(a,b) a pro li-
bovelnou funkei f£ € N{a,b) bud Nf = (N) { f(x) dx. Op¥t vidime (v&ty 68, 69),

%e funkciondl N splouje na systému. N(a,b) naZe axiomy.

Jaky Jje vztah Newitonova s Riemannova integrdlu? Z obecnych vEt vime, Ze
kaZdd funkce spojitd na yzavieném intervalu < a,b> mé jak Riemanniv, tak Newtoniv
integrél a oba tyto integrédly jsou si rovny. Tedy libovolnd spojitd funkee v {a,b)
leZf jak v systému R{a,b), tak v systému- N(a,b) & platf pro ni Rf & Nf . Je
také znémo, %e exilstull funkce, které majl Newtondv integrél (N) [ £(x) ax

a nemaji Rlemanndv integril (R) \[ f{x)ax (viz p¥. 3,4) a také naopak (viz 3,5).

Systémy R(a,b) a N(a,b) nejeou tedy zcela toto¥né, ani jeden neni podsystémem
druhého. Kdybychom si symbolem S(a,b) oznasili aystém ylech redlnych funkeci na
intervalu (a,b), mohli bychom si graficky zndzornit situaci agi takto:

Obrdzek &.1
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Vime také, Ze dokonce existuji funkce (a je jich hodn&!) které nema jf ani
Riemsnniv ani Newtondv integrédl (viz p¥. 3,3). Plati viak velml dfileZitd v&ta

£ € R(a,b) N N(a,b) => Rf = Nf

tj. pro funkce {ne nutn& spojité v <a,b> !}, které maji jak Riemanniv tak Newto-
ndv integrdl - oba integrdly jsou stejné.

Jak jome ji% podotkli, exdistuje mnoho funkef, které nemeji ani Riemanniv ani
Newtonlv integrdl a na3f snahou nyni je definovai "novy™ integrdl (a "novy" systém
funkel na intervaiu (2,b) )} , ktery by byl zobecninim jak Newtonova tak Riemanno-
va integrdlu a ktery by zahrnoval pokud moZno ¢o nej8irsi okruh funkef. Idedlnt
by bylo, kdyby se ndm podaPilo definovat integril nae systému ySech funkei{ S(a,b),
ale toto bohuZel netrividlné nelze.

Tedy je3t& jednou = nadfm cilem je definovat systém funkef L(a,b) a inte-
grdl L na L{a,b) (tj. funkciondl L , splnujici jisté nade axiomy), tak, aby
pokud mozZno L{a,b) byl co nej¥irdim okxruhem funkci a aby pro funkece, které jiZ
ma jI Riemanndv &1 Newtondv integrdl, se novy integrdl rovnal Riemannovu &i Newto-
novu integrdlu. Pfesné&ji, hleddme systém funkei L(a,b) a integrdl L na L{a,b)
tak , aby platilo

1) R(a,b) C L(a,b)
2) fé€& R(a,b) = Rf = Lf ,
3) £ € N(a,b) N L(a,b) =» Nf = Lf

Podninku, aby novy integrdl byl i rozd8i¥enim Newtonova integrdlu (tj. aby platilo
N(a,b) € L(a,b) si kldst nebudeme (viz p¥. 3,4).

Je nyni mnoho zplsobd, jak tento novy integrdl zavést. Podle toho dostdvdme
rizné tfidy integrovanych funkci a r&zné druhy integrdld (napfiklad zobecnsny
Riemanndv, Lebesguetv, Perroniv, zobecniny Lebesguedv a jiné). My se podrZime
metody, kterou vypracoval matematik P.J.Daniell (1889-1946), a protofe v podstatd
tato metoda vede ke stejnému vysledku, jaky ddvd metoda matematika Henri Lebesguea
(1875-1943) , budeme novému integrdlu Fikat Lebesguedv integrdl.

NaznaZfme je¥td strufnd, byt ne zcela pfesn&, myfilenku celého postupu. M&jme

redlnou funkei f . Vezméme vIechny moZné spojité funkce g na <a,b> , které
Jjsou na intervalu <{a,b> vZt3{ anebo rovny nasi funkei f , oznadme symbolem

Hela,b) = {g ; g £ f na <a,b), g spojitd } 3
pro funkce ze systému Hf(a,b) existuje Riemanniv integrdl e mdZeme poloZit
4
Tf = inf (R)fg(x) ax ,
[~3

kde infimum se bere pies v¥echny funkce g & Hf(a,b).

Obdobné miZieme de”inovat

£
LT = sup (R)fh(x) dx ,
@
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kde supremum se bere pfes mnoZinu v3ech funkei h , které jsou spojité v {a,b)
a na tomto intervalu mensi snebo rovny nasfi funkei f . Nakreslete si obrazek!

Obrazek &.2

V p¥ipadd, Ze nastane rovnost L.f = nf.f s mohli bychom tuto spolefnou hodnotu na-
zvat Lebesgueovym integrdlem funkce f pfes interval < a,b> . Ukazuje ge, Ze ta-
to my3lenka Je vhodnd, ovdem majorisovat na3i funkel £ pouze gpojliiyml funkcemi
neni je3tZ nejlep3i (zkuste spoditat podle této definice Lf = T pres inter-
val < 0,1> pro Dirichletovu funkci! Viz p¥. 3,3 ; 2,31 ); pro tuto my3lenku vy-
budovédni integrdlu je t¥eba vzit o ndco sirdf t¥{du funkei neZ jsou funkce spoji-
té. Presn® je cely tento postup vyloZen ve skriptech I.8erny - J.Maf{ik, Integrdl-
ni podet I,

Shrneme-1i, lze ¥fci, Ze zavedeni Lebesgueova integrdlu je vhodné ze jména
z tichto dvou divodi:

1) systémy funkcf{, které maji Riemanndv i Newtonlv integrdl jsou pf1lis
uzké, Jje zapotiebi nalézt ndjakou 3ird3{ tf{idu funkci, kterd m4 integrdl,

2) vEty odvozené v teorii Lebesgueova integrdlu jsou velmi silné za hodné&
obecnych piedpokladd (viz napifklad Fubiniova vita), teorie se proto dé
" velmi dobfe aplikovat na konkrétni priklady.

V tomto krAtkém udvodu jsem se pokusil - &asto ne zcela piesnd & korektnd -
nastinit problematiku zavedeni Lebesgusova integrélu.

V dal3{ ¥4stli této kapitoly podéme zdklady teorie Lebesgueova integrédlu a
pfidédme soupls jednotlivych vi&t,

M& jme dénu neprézdnou mno¥inu P , symbolem S(P) znaime mnoZinu v¥ech funkef
na mno%iné P (pozor! - pod pojmem funkce na mnoZingé M budeme vidy v dal¥im ro-
zumét zobrezeni mnoZiny M do El*; pfipousitime tedy, Ze funkce mohou nabyvat
i nekoneé&nych hodnot).

Bud 2 C S(P) mnozina takovjch funkcf, %e jsou splndny ndsledujici axiomy:

axiom (1z) : f€Z => £ Jje kone¥nd na P (tj. £(P) C El) '
axiom (2,) |: £, , £,€ 2, x4, a’zéEl = X fy + &b, € 2,

axiom (3,) [: £ €2 = |tiez.
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To znamend, Ze mezi viemi funkcemi S(P) vydélime jistou t¥fdu funkei Z
a to tak, aby byly splnény nade axiomy.

Na mno%#ing Z bud dén funkciondl A (tj. ka%dé funkei f € Z je piifaze-
no jisté redlné ¥islo Af ) tak, Ze jsou splnény ndsledujici axiomy:

axiom (4,)|: £ € 2 = Af€E ,

axiom (5,) |: £€ Z, £20 na P= Af2 0,
axom (6) |: f ,f, €2, &, ,&,€E =>A(a'11 A ,f,) =
= QAP+ AAL,
- __’ o
axiom (7,) |: £ €, fn\O na P = Af, >0
Systému 2Z budeme PFikat gdkladni gystém fypkef, funkeciondlu A na Z pak

zékladni fupkcjondl na 2 , dvojici (2,A) budeme nazyvet gédklsdni prostor.

2ékladni systém funkei 2Z ddle roz3ifime., Definujeme systémy zR s X ’ z*

takto:

B = {res ; extetuyt £,€2, £ .7¢ },
ZX {fes(P) ; existujl £ €2, £, wf },

z¥= Ry K,

Rovn&Z tak funkcionél A - ktery je progatim definovén na systému Z -~ roz-
3{¥ime na systém Z « Pro libovolnou funkel £ € Z definujeme Af takto:

,je—li f,€%2 monotonni posloupnost funkef , f,—f na P, definujeme

= 1im Af ’
‘n—;oo

Je nutno si uvédomit, Ze
A .
a) 7;]1}?6 fn vidy existuje (objasnite pro&!),

*®
b) &isle Af (které pro funkce ze systému Z mdi%e jif byt rovno + co )
nezdvis! na vybé&ru posloupnosti fn € Z (nemiZe se tedy stat, Ze by
existovaly dvé posloupnosti funkeil f €3, gné Z, které by ob2 mono-

tonné konvergovaly k funkei f a pro néz by bylo lim Af ¥ lim Ag ),
nrco

¢} pro funkce f € 2 splyvd novd definice Af se "starym" Af (na asystému
Z byl toti? ji% funkciondl A definovén & 2 C 2 *1).

Méme tedy prozatim definovédn funkciondl A na systému z*. Pro libovolnou
funkei f € S(P) definujeme nyni jej{ horn{ a dolni abstraktnf integrél (znaZme
Af a Af),

Af = infAg , Af = sup Ak .
g=f ~ hEF
g€ z¥ he ZX
Poznamene jme pil této pifleZitosti, 3¢ inf @ =+00 , sup @ = -00 (v n&-

kterych pfipadech by se totiZ mohlo stdt - viz nap¥. 2,7 &1 2 410 - Ze k dané funk-
ci £ € S(P) neexistuje ¥4dné funkce g¢€ zR s Tesp. h € ZIc takovd, e g=2 ¢
resp. h%< f ).
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Plati nyni:

véta 8 £ €SP = ar = i

and

fE€ z*#’&r = Af = Af .

vita 9

(23

Definujme nyn{ daldf systém funkel, a to & :
£ = { £ €SP ; At=AfE€ El}.
i~

Pro funkce f € &  znalme spolefnou hodnotu Af a Af (co je kone&né &1slo)
op&t esymbolem Af (vita 9 nédm k tomu ddvéd oprédvnini).

Obor funkef o je¥té ddle rozdifme, bud

{fé S(P) ; exdstuyt £, €L, £ 7 ¢ },

{fGS(P); existuji f_€ X, fn\.f},

{re S(P) ; extotujl £,€ £, £ —r },

x?
xk’
A
£* e®fu X .

Plati tato dAlle3itd vita:

E 4
v&ta 10 :re£=>£f='3fr.

Pro funkce f € & * znadme tuto spolefnou hodnotu (kter”é‘ JiZ nemusi byt koneé&nd!)
op&t symbolem Af . Funkciondl A na systému funkci &£~ nazyvéme gbstrakiniz

Lebeagueoydm integrédlem a systém &£ * Je nejdirsim systémem funkci, pro které
Je tento integrdl definovédn. Funkee ze systému A nazyvime p&iitelné.

Ovérte, Ze platf nésledujici vztahy:

z2cfnzk, z2c & ,&=£n&", Rc £
Kk, 2¥c&*, £¥cA .

Jak je moZno tyto inkluse graficky zndzornit viz na ndsledujici strand (nahofs).

MnoZina M C P se nazyvd pulovd, JestliZe AA'cM =0 (cll Je tzv. charakte-
ristické funkce mmoZiny M , je definovdna tekto: ¢y (x) =1 pro x€ XM ,

oy (X) =0 pro x € P - M). Hekmeme, %e funkce £ a g Jjeou na mnoZind P

skvivelentn{ (budeme znadit f ~ g), jestliZfe mnoxina {x € P ; f£(x) # g }
Je nulov4,

Plati tato véta:

véta 11| : £~ g => Af =hg, Af = Ag.

25535 P2 17



Obrdzek &.3

Tedy horni a doln{ integrél funkce f se mezmdni, zménime-1i funkei f na nulové
mno#in&. Proto definujeme horni a dolni integrdl i pro funkce, které jesou defino-
vény - jen "gkoro viude"” v P , tj. jsou definovdny v3ude aZ na nulovou mnoZinu.

Je vidét, Ze funkei f ndZeme na této nulové mnoZind dodefinovat jak chceme,
ani% ti{m zménime hodnotu jejfiho hornfho &i dolnfho integrélu.

Bud dén nynf urdity vjrok V(x) tykajfci ee prvkl mnofiny X C P . Helmeme,
e V(x) platf skoro véude (v X), jestliZe mno¥ina { x € X ; V(x) neplats }

je nulovd. MiZeme tedy kupiikladu Fici, %Ze funkce f a g Jsou ekvivalentni,
prévé kdy? f = g skoro viude (v P) .,

-~ Pro libovolnou mnozinu M C P definujeme jejf ypiiSi mfru & M predpisem

~JS

nJt
) M = Acy .
- . : *x*
~Je=11 - Cy e L y definujeme tzv. mirv pnoZipny N

LM = Aey .
Systém véegh mno%in M C P’y pro n¥% ey € £ , znafme symbolem @72 . MnoZiny
ze systému ZX nazyvéme mifitelnd, funkei .« pak Fikéme pira na % .

5535 22
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Je-11 tedy ndjakd mnoZina nemifitelnd, mé pouge vn¥j¥i mfru, nikoliv mfru. Pro
mi¥itelnéd mnoiiny mira splyvd s vnéji{ mirou.

Bud nynf{ M ('.; P m&fitelnd mnoZina, f € S(P) 1libovolnd funkce na P . De-
finujeme funkei f takto:

?(x)sr(x) pro xeu,‘?(x)=0 pro xéP-M,

“ti. ? = f.cy (kde pochopiteln® chépeme O . +00 =+00 . 0 =0).

Flati ndsledujici véta:

véta 12] : f e ) = T € 51, xde 2 ndfe znamenat kterykonv*
[ ze Byﬂtém g ’ x? » xr ] x ’
A .

Je-1i opdt M C P miFfitelnd mnoZina a funkce f Je definovéna pouge na mnoZind
M , definujme funkei f nésledowvnd:

£(x) = £(x) pro x€ M, f(x) =0 pro x &€ P-M,

X *
Kone&n# definujeme systémy Jé'” ’ o?:, 3,, » -"eM 3 AM
vztahem
f € .Q“ & r el s kde 2 op¥t mife znemenat libovolny
s r’s * 2

ze systémd &£ , £, L ,L .
Upozorn¥me znovu, Ze tyto systémy definujeme pouze v piipadé M € 777; napilieme-1i
proto v dalsim .8” , automaticky pFedpoklddéme, ¥e mnoZina M je m¥Fitelnd.

*
Pro funkce ze systéml &£ y definujeme Ay - integrd] pres mnofiny M -

pfedpisem
AMf=Af (=AHf B’,&Hf)°
Nyni lze odvodit nésledujicf véty:

A/ O mife & méPitelnych mnoZindch

QO .
vita 13 :Mnem’:}fau’unem, ﬁfune' ., W -WEw,
- A= g

véta 14 | : @ € X,

oo 00
vita 15| : M € 2% #&(%k_.{un) £ ) aw

Nmy

Jsou=1i naviec mnoZiny M, po dvou disjunktni, plati rowvnoat ,
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vita 16

véta 17

Hn € M| ll.lC uzc M3 Coevove = (“'(uL-Jf“n) = 1im ca.lln s

n->00

M € s My My D My Devene, by <+ oo-)/c(ﬂ_'un)

M
M,

B/ Pro integraci posloupnosti a fad funkcd

vita 18

véta 19

véta 20

véta 21

vita 22

"

(3]

r4
a/ £ € a‘?f” » £, 7 f skoro viude na M#féé?j ’
Ay £ Ay T 7
e e X £ NFf ok.wS.na M = re&)
n M ' n sYEe M P

Ay £, —> Ay £ /tav. Leviho vita/,

£, € 'AM » £,—> £ sk.vi. na M , existuje funkce
g € .‘ZM tak, Ze |fn(x)l < g(x) pro viechna n a sk.vi.
x€EM =L €L, a Af —sAf
/tzv. Lebesgueova vita/,
fn 3 .f” ’ C‘.‘“ < +to0o |, £, —3f na M ftj. posloupnost

funkel £, konverguje stejnom®rné k funkei f na mnoZind
M/=> fe.ZM a Ay f, — Ay £,

a/ vnE/l” y Va2 O sk. vi na M,

[--]
v = Z v, gk. v, na M =p vc—'x; a Auv

- E

=7
b/ vne/l.” y Vg% O gk. vE. na M,
2 '
vs= E1vn sk. v8. na M => vé&f” a Ayve=
00
=2;1Anvn /Leviho vita / ,
vne/L y V= Xvn sk v8. na M , necht exiatuje
=7 ,
funkce geé’f tak, %e pro vechna k a gk.v8. x € M
= 2 Ay
n--!

/lebesgueova vita/ ,
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= v atejnomZrm¥ na

o0
vita 23| s v € ."fM y M < + o0 , n;vn

ll—bveo?f'” a Ay v

) nﬁfﬁ n *

C/ Pro zévislost na integrainim oboru

' *®
vita 24 | : M nulovd, fE€S(P) => f €L, a Af=0,

vita 25| : MNE N , NCu, t€E€L, = re L,
/obdobn& pro. systémy &L~ , LX, £* AN v,

vita 26| : My , <oy M € 77 po dvou disjunktni ,
¥ 2
M= UN, = A f= by £
=1 i M Jm i '

mé=11 Jjedpa strana smyasl
x

/tj. je budto f¢€ .;'f; anebo Je f € J‘CM_ pro vdechna i =
(4

= 1,s4.,0 a soulet vpravo mé smysl/,

oG
véta 27| : M € Zf po dvou disjunktni, M = Hmi ,

o0
* -
teLy S = ‘;Auif,

vita 28| : M €M, M C M, C M3 C aveny M= }._J’ui,
L 3 .
fe‘x” = Auf=nhigaunf,
vita 29| : M €2, MO M OM D ..., M= M,
=1
€& £= A .
T m, = Ay !1_2.& Mnf
D/ 0 m&¥itelnych funkeich ‘
vita 30| : £ €A, £ —fakvE.v M ted,, ,
véta 31 :fE/lM,geo‘é’ﬂ,lflégak.vi.vll%féxﬂ,
+ x ®
vita 32| : €A, & fe¥, |, £€L,

+ .
/kde f = max (£,0) je tzv. kladnd &4st funkce f , £ =
= max (-f,0) zdpornd Zhst £/ ,

‘ R
véta 33| : a/2 €l , £20 = £€X, ,

veEA, , ££0 = teX,
R
c/teN, = lelekt, ,

/odtud specidlnd plyne, Ze
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yEAy &S ue W,

tj. mnozina je m¥Fitelnd, prdvé kdyz jejf charakteristickd
funkce Je m&iitelnd/,

[veta 34 | : feAd & existujf £, €2z, £, —>f sok. vi.,

* - b4 - R
vita 35| : €A, — &, e ¥, |, e, ,
+— -]
hy £ =4y £ =2+ 00,
* o
vita 36 | : £E€A L WAL=+ , hf=-00 .

E/ O integrdlu

vita 37| : £ € £ = £ je kone¥nd skoro viude ,
R
vita 38| r a/ f € £ = £ > - 00 sgk. vi. ,
e eLX=>pe < +00 sk vE. ,
*
véta 39 | : f,ge.?M y £ = g sk. vB. v Il'-#AurﬁAug,
%* *
véta 40 :fefM,ceEI#c.rE&.‘:’MaAu(cf)=e.kuf,
véta 41| : £€ £, , 86X, ,nechi nd mysl soulet

Ay f+A g => skoroviude v M mé smysl soulet f + g,
E 4
Jest f+geZM ,

lrve =hyterye

vita 42 | : fé‘&.’; & e :e; y £ € Z; a mé amysl rozdfl
Auf"'-Auf"/potomavéemJe Anf'-'nuf"'-anf'/,

vita 43 rexzﬂlhr]é-aulrl.

vita 44 | : feA”-}[reu“.’”é-)Ifle'rM],

vita 45| 1 £ =0 skowvl. v M ,A £f=0 = £~ 0 v K,

véta 46 | 1 £€XL =) existujl f € Z a funkce g€ X tak, Ze

|t |= g a £, — £ sk.va.

Ne jalleZitd jsfim pirikladem sékladniho prostoru (Z,A) Je p¥ipad, kdy zvolime
P = B, , za zékladni systém funkci zvolime systém funkei C, a za zékladni funk-
ciondl A Riemanmiv integrdl pfes Er . Podrobndji -~ Gr ‘Jo systém vB8ech spoji-
tych funkef v E, , kaZdd =z nichZ je rowna nule vné n¥jakého kampakiniho interva-~
lu. Je3tE jinak Feleno, definujeme-l1i pro libovolnou funkei f v B, JeJf nosid
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( x€E,; £f(x) # 0 } /kxde pruh znamend uzdvir v E, /,
Je C, syatém vdech spojitych funkel v E, s kompaktnim nosiéem. /Ukaite, Ze

C. tveff zékladni syetém funkei, tj. splauje axiomy , 25 53, 1/

Pro libovolnou funkei f € Cr definujeme Af Jjako Riemanniv integrdl
funkce f pf'es E . :

Il Je=l1 f € Cr ’ ex:i.stu;je kompaktni 1ntarval IcC E , Vn& kterého je £ =0 ,
definu jeme

(R) ff = (R) ff(x) ax .
E z
Ukaite, Ze .
1/ £ € C. => existuje (R)If f,
' r
2/ (R) f f nezdvisi na vybiru intervalu I .l
I"

Lze ukézat, %e Riemanniv integrél pfes E, splnuje axiomy 4y =Ty /pro 2=C_ /.
Roz${Ff{me-1i nyni zékladnf systém 2 = cr se zékladnim funkcionflem A = (R) [
dostaneme teorii, v niZ plati jeXtZ navic n&které daldf dlleZité vity /které obec-
n& nemusf{ platit/. Roz¥{fenému funkciondlu Ffkejme v tomto pPfpadé krdtce Lebes-
guelv integrdl, pfisluiné mife Lebesgueova mira. Je-li zapotiebi zvld3tZ vyzna¥it
zévislost na dimensi Ep fike jme podrobndji r - rozm¥rny Lebesguedv integrdl,
r - rozmérné Lebesgueova mira /zname ji asymbolem Mt /+ Systéu viech mFitelnych
mno%in v E, znalme symbolem 7%, . Lebesguelv integrél pFes mnofinu M C E,

znaéme (L) f anebo - nehrozi~-li nedorozuméni - krétece / .
M ' M

vita 47| : a/ £€Z € £>-00 vludev E , £ &0 vné nijakého
kompaktnfho intervalu, f Jje polospojitéd J/
zdola v E .

b fEZ &> £ <400 vauaev E, , £%£ 0 vn¥ ngjekého
kompakinihe intervalu,

£ Jje polospojitd ]/ ghora v Er ’

o/ Z=28n K ’

vita 48 : f je spojitd na m&Pitelnéd mnoZind ¥ = f e./LM ’

véta 49| : bud I C E, kompaktni intervel, nechi existuje

®w/r = rel, e /¢ = (L)ff ’
I - Ve Vs

1/ Funkce f se nazyvd polospojitd zdola /shora/ v bod% x, € E, , JestliZe
ke kazdému & < fix)) (o )f‘(xo) ) existufe okoli U(xo) bodu x, ta-
kové, Ze f(x)>a (f{x)< &) pro viechna x € Ulx)) .
Funkce f se nazyvé polospojité zdola /shora/ v mnoiiné M C E, , je-1i polo-
spojit4 zdola /shora/ v kaZdém bodé mnoZiny M .
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vta 50 | : M C E, oteviend nebo uzaviend = M € w.,.

v&ta 51| : I CE, bud interval /libovolny/ => 1 € 7%, a

(u,rI =vol I
fkde wol I znamend objem intervalu I , viz téZ pk. 7,18/,

vita 52 : &/ kaZdé jednobodové mnoZina v E. Je nulov4,
b/ kakdd spoletnd mnoZina v E, je nulovd ,

| vita 52 |
véta 53| : a/ & >0 = [;’(’;ex(a,+°°)<=>a>4]

véta 54 :  existujl nem&Fitelné mnoZiny a nem&ritelné funkce, presn&ji
o~ ] A

a/MCEr, AW > 0 = existuje I‘aCM,N¢mr,

b/ M CE,, M€ 7, , Al > 0 = existuje f takovéd,

e f ¢'A'M »
— fatd
vi&ta 55 ! : MC Er =2 M = énnfM &G
G oteviens

vita 56 | fE./lM < pro kazdé ¢ €E Je {xEM; £f{x) > c}em,

vEta 57 | : bud f omezend ne intervelu <a,b>C E, , potor
z .
(R) /£ existuje <> mno¥ina

-5
{x € {a,b) ; £ neni spojitd v bodd x } Jje nulovd

Oznadeni .

Je-li M C B, , nech¥ pro ka%dé y € E, Je

Kt {x € E, ; [x,y]e M}

a pro kaZdé x € E, je

5 *

{vy e B, ; [x]e€ M} /kreslete v rovind !/.

Je-li funkee f definovéna v mno¥ind N C E,.q » Oznafme £*Y | resp, £¥o¥

*,
funkei definovenou v M s Tesp. 1** yztanem

*,
f 3’(J!:) = £(x,y), resp. ¥ () = ¢ (x,y) &

véta 58| : /Fubiniova/
Bud M C E_,  méfitelnd mnozina, bud M’ primét mnoziny M
do preostoru Er prvnich r soufadnic, tj.

M'={x € E, ; existuje y€ E, tak, fe [x,7]eX }
/kreslete v E, ! / ,bud fe &,,.
Potom pro sk.vd. x €E. je £%* ¢ :Cf, X, ¥

- 24 -



* *
ozna&ime-1i F{x) = (L)f £ y jJe F € éfﬂM ,

HX,*
a W/ = w/r.
M A’
Pripomenme si nyni definici reguldrniho zobrazeni.
Reknéme, %e zobrazeni f = (fl ses ey fr ) mno¥iny M CE, do E, Je

reguldrni{ v mnoZin& M , jestliZe

1/ M je oteviens, X
2/ funkce f /i = 1ly.ce,r/ maji v mno%ingd M pojité parcisdlni derivace,

3/ Jacobidv determinant zobrazeni f

o, 2,
9u’ (‘!&)) ........ 3 5 ?'['u)

Df (u) = .-..........‘....'....-.-. #0
afr fn
2, R T (%)

pro v3echna u = (up,.-.,u) € M .

vdta 59 : /vita o subsgtituci/

Bud f prosté a reguldrni zobrazeni mnoZiny P C Er na mno-
Zinu RCEr /tj. £f{P) = R/.

Potom
/F(x)dx = /F (fiu)).
R »

méd-1li jedna strana rovnosti amysl. _

Df(u) [du .

viéta 60 : /vita o spojité zavislosti integrdlu na parametiru/
Bud f(x,a) funkce definovend v mnozin& M x A , kde
MCE ,ACE, , nechi
1/ pro kazdé a €A Jo f(x,a)€ N, /presnéji £%A,,/,
2/ pro sk.v8, x €M je f(x,a) spojitd v mnoZing& A jakoZ-
to funkce & /pfeasndjl funkce £ X% je spojitd v A /,

3/ existuje funkce g € éfM tak, Ze nerovnost

|f.(x,(x)} = glx) je spln¥ne pro sk. v8. x€ M & vSechna

X E A .
Potom funkce f(x,d) E&fM pro viechna « € A /piresndji

t¥%e x,.., / a funkce F ,

f!
F(a)=;1/ flx,x) dx ,
Jje spojitd v mnoZin& A .

viita 61_‘1 : /véta o derivaci integriZlu podle parametru/
o ) Bud flx, @ ) funkce definovand v mnoZind M x I , kde M C Ey
a I je interyal v E, , nechi
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1/prokatdé @ €1 Jo £ '€ A,
2/ alespeh pro jedno ¥ € I Je £ *e &, ,
3/ existuje nulovéd mnoZina N C ¥ tak, Ze pro vSechna
x€&M=-N aproviechna &€ 1
8/ existuje konoéné_ gg— (x,ax) ,
b/ existuje funkee G € &£, tak, Ze
f l‘
Potom '
I/prokasdé €1 jo t*%e &, , oznatme opit

F{x) =fr(x,ar) ax ,
M

I1/ pro kaZdéd X € I Jo
)= S L xarax
N @
véta 62 | : /geometricky vyjznam integrdlu/
Bul R C B, mnofina, £ € S(R), oznaZme
N, (£) ={ [x,y]€ RxE ;0<y <r(x)} ,
Ny (£) ={ [z,y] € R x Ey ; O‘jéf(x)} ’
graf £ ={[x,3] € RxEy ; y = £(x) } .
I/ Je=-11 f epojitd v R, R uszaviend, jsou mnoiiny graf f,
N,(f) uzaviené v E,., & ’
1/ (%pyyigraf £) =0 ,
2/ je=li navic £ 2 0 v R, je
., Wy (0) = cm[ 2(xax .
11/ Je-1i f spojitd v R, R oteviend, Je mnofina Nl(f)
oteviend v E_ . « Jé-1i navic £®0 v R, Je

Hopry (B (D)) = (L);/‘f(x)dx .

Jako dedatek k této kapitole uvedeme jedit® definieci a zdkladnf vlastnoati
zobeenéného Newtonova integrdlu. ‘

definice 63| ¢ /definice zobecndné primitivni funkce/
Bud (a,b) C E;, interval libovolného druhu. Funkei F nagy-
véme zobecninow primitivnl funkcl k fupkcl £ pe intervalu
(a,b), Jestlize
1/ F Jje spojitd v (a,db) ,
2/ existuje koneind mnoZina K tak, Ze
F=f v (ajb) -K.
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véta 64 | : Jsouw-li F , G dv& zobecnéné primitival funkce k funkei £

v intervalu (a,b) , existuje konstanta k € E, tak, Ze
f - G = k v (ﬂ ’b) L]

definice 65| : /definice zobecn&ného Newtonova integrdlu/

Bud (a,b) C E, interval, f funkce na (a,b). Necht existuje
zobecn¥né primitivni funkee F k funkei £ v (a,b), necht

existuji vlestn{ 1lim F(x) , 1lim F(x) .
x+a, x>

Potom rozdfil 1lim F( x) - lim F(x) nazyvédme zobecndnym Newtono-
X B S a,

vym integrdlem funkece £ v (a,b) a znaém nésledovné
A 4

(ZN)_/f = (ZN) / £{x)dx = 1lim F(x) - lim F(x) = [F(x)] .
& a X+ b X a, a

Pozg_éy_cxl : 4

a/

b/

e/

a/

e/

£/
-

h/

k/

{2ZN) J £ nezévisi na volbZ zobecnénéd primitivni funkce k funkeci f
v (a,b) ,

neexistuje-1li zobecnZnd primitivni funkce F k funkeli f v intervalu

(a,b) anebo neenat&u,je-li n&kterd z limit 1im F(x), lirg F(x) vlastni,
+ —

+
tikéme, Ze (ZN)ff neexistuje,

v deﬁn#ci zobecnéné primitivni funkce k funkei f v {a,b) a v definici

(zN) / £ neni t¥eba predpoklddat, %e funkce f je definovdna v celénm

intervalu (a,b), staZi, je-1li definovéna v (a,b) - M , kde M Jje ko-
ne&nd mnoZina,

je-11 F zobecn¥nd primitivni funkce k¥ funkei f v intervalu (a,b),

kde a,b € El a je=1i navic P mpojité v(a,b) ] Je

(szf Fo - R
existence ani hodnota (ZN) _f f se nezm¥ni, zménfme-li hodnoty integro-
vané funkce f v koneZném poétu bodld v (a,b) '
pro libovolné & € E, definujeme (ZN) f £=0,

Je=li a ) b , definujeme (ZN)/f - (ZN?{f s pokud (m){f exiatu-
Je,

gopakujte si t6Z definici Newtonova integrdliu, porovne jte tuto s definici
ZN - integrélu, '

rovnéZ tak ndsledujici vity formulujte pro Newtondv integrél.
£

véta 66 | : Necht existuje (ZN)ff , potom

c

a/ pro libovolné ¢ 2(a,b) existuje (ZN)/f .

b/ ozna¥ime-1i pro ka%dé x € (a,b) _@(x) =a’(ZN) £, Je f
zobecn&nou primitivnf funkef k funkel f v intervalu (a,b),
pritemsz F(x) = £(x) v téch bodech, v nich% f Jje spojitd.

vita 67 :Je-li a < b < c , potom

e £ e
(Zri)/f=(ZN)_/f+(Z‘N)‘{t,
a Q-
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exdstuje~1i budto integrdl vlevo anebo oba integrdly vpravo.
4
véta 68 | : Nechf existujf (ZN)/f R (ZN)/g , necht o, 4 ¢ E, . Po-

tom existuje také (zn)f(a:f + A g) a plati
(sz(a: t+ O = cr(zm/'r +,o(zn)/g :

v&ta 69 | i Nechf extstuje (@) /f ,necht £20 v (a,p) - H , kde X
je koneé&nd mnoﬁ.na.

Potom (zm) /£ 2 0.
-3 .

I vita 70 - ¢ /integrace per partes pro ZN - integrél/
Nechf F , resp. G Jje zobecnsnd primitivni funkece k funkci £,

resp. g V intervalu (a,b) .

(ZN)/F-G'—'[GG‘] -(m)[fG'
a

maji-1i alespon dva vjx;azy v této rovnici amysl.

~ Potom

vita 71| : /substitudni metoda pro ZN - integrdl/
Nechi

a/ funkce g Jje spojitd a ryze monotonni v intervalu (& ,4)},
o/ g ({a,3)) = (a,b) ,

¢/ existuje vliastnf g'(t) £0 v (a,b) - M , kde M je

koneénd mnoZina.
Potom £ '
(szf = (ZN)&/‘f(g(t)) . |8t | at ,
a

existuje~1i alespon jeden z t¥chto integréld.

véta 72| : Nechl £ jJe spojitd v {a,b)> ,

< £
(zu)ffl < @ [le] .
a a

véta 73| : Necht f je spojité a omezend v (a,b) - K, kde, X je
kone#n4 mnofina, nechf a,b € E, . Potom (ZN)J f existuje.

Potom

véta T4 | : Nechl funkce f je 8pojitd v intervalu {a,b) , kde b€ E;
anebo b +00 . Necht |£|=< g v {a,b) a nechi existuje

*
(ZN)fg « Potom existujf také (ﬂl) f a (M)Jlfl .

vita 75| : Nechi funkce f , g jsou spojité v {a,b) /o € E; nebo
b = +00 / , necht funkce g Je monotonnt v {a,b)

Potom (2V) / f.g existuje, jestliZe bud
a2

1/ (ZN)[f existuje a funkce g Jje omezend v (a,b)
/Abelovo kriterium/ anebo
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X
2/ (Z‘l)/f Jje omezenou funkei proménné x v (a,b)

[~
a 1121 g{x) = 0 /Dirichletovo kriterium/.
Y+ b_
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